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Capitulo 1

ESPACOS VETORIAIS

1.1 - ESPACO VETORIAL REAL

Seja um conjunto V, ndo vazio, sobre o qual estdo definidas as operacdes de adicdo
e multiplicacdo por escalar, isto é:

vu,veV, n+tveV
VaelR,VpueV,apeV

O conjunto V com estas duas operacdes € chamado espaco vetorial real se forem
verificados os seguintes axiomas:

A) Em relacdo a adicao:
A)(pu+v)to=p+(vto),vVuv,oeV
Adpu+tv=v+p, vV, v,oeV
A3)d0eV,VpeV,u+0=p
AdVpeV,3(p)eV,p+(-p)=0

M) Em relagdo a multiplicacéo por escalar:

My) (aB) p = o (Bp)

Mp) (at+B) p=ap + Bu
M3g)a (u+v) =ap+ av
Mg) 1p=p

paraV u,ve Va,pelR

* Oselementos , v, o, ..., de um espago vetorial V sdo denominados vetores.

« Se a definicdo de espaco vetorial considerasse como escalares o conjunto C dos
nameros complexos, V seria um espago vetorial complexo. Entretanto, nesta
INTRODUCAO A ALGEBRA LINEAR serdo considerados somente espacos
vetoriais reais.

« Por ter sido dada a definicdo de forma genérica, para um espago vetorial V
qualquer, ela serve para conjuntos diversos, tais como (0 que si vera a seguir) o
IR?,

. o IR®, o conjunto das matrizes Mm n), €tc. Assim, conforme seja 0 espago
vetorial considerado, os vetores terdo a natureza dos elementos desse espaco e

——
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ESPACOS VETORIAIS - Capitulo 1

os conjuntos correspondentes terdo a mesma “estrutura” em relagdo as
operacdes de adi¢do e multiplicacéo por escalar.

«  Embora sejam dados exemplos de varios espagos vetoriais, serdo examinados,
de preferéncia, aqueles cujas aplicacdes se referem a Geometria Analitica.

Exemplos

1) O conjunto V = IR? ={(x, y) / X, y € IR} é um espaco vetorial com as
operacdes de adicdo e multiplicacdo por um numero real assim
definidas:

(X1, Y1) + (X2, Y2) = (X1 + X2, Y1 + ¥2)

a(x,y)=(ax, ay)

Essas operacOes sdo denominadas operacdes usuais.

Para verificar os oito axiomas de espaco vetorial, sejam p = (X1,
Y1), V= (X2, ¥2) € @ = (X3, Ya).

A (Lt V) + o= (X, Y1) + (X2, ¥2)) + (X3, Ya)
= (X2 + Xz, Y1ty2)) + (X3,Y3)
= (X2 +X2) + Xz, (Y1 +Y2) +Y3)
= (X1 + (X2+ Xa), Y1 + (Y2 +Y3))
= (X1, Y1) + (X2 + X3, Y2 + Y3)
= (X1, Y1) + (X2, ¥2) + (X3, ¥3))

= pt(v + o)

Ag) ptv= (X, Y1) + (X2, ¥2)
= (X1 + X2, Y1tY2)
= (X2 + X1, Y2 + Y1)
= (X2, ¥2) + (X1, Y1)
=v+p
A3)30=(0,0) € IR Vu e IR? p+0=(xg, y1) + (0, 0)
= (X1+0,y1+0)
= (X1, Y1)
=p
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Ag) Y= (x4, Y1) € IR?, 3 (-p) = (x4, -y1)e IR?,
ot (-p) = (Xg, Y1) + (Xa, -Y1)
= (X1 —X2, Y1 — Y1)
=(0,0)=0
My) (af)p = (af) (X1, Y1)
= (o B) X1, (o B) 1)
= (o (B X1), o (B 1))
=a (B Xy, By1)
=a (B (X1, 1))
= o (Br)

Mz) (o0 + B)p = (o + B) (X1, Y1)
= ((a B) X1, (a+P)yi)
= (Xt B Xy, oy +PBy)
= (o Xq, o0 Y1y + (B X1, B Y1)
= o (X, Y1) + B (X1, Y1)
=opt Bp

Ms) o (1 +v) = a (X1, Y1) + (X2, ¥2)
=a (X1 + X, Y1 +Y2)
= (o (X1 + X2, & (Y1 + ¥2))
= (00 Xy + oL X, oL Y1 + L Y2)
= (o X1, ay1) + (a0 X2, ay?)
= a (X, Y1) + o (X2, ¥2)
=aut+av
Mg) 1p =1 (X1, Y1)
= (1xq, 1y1)
= (X1, Y1)
=p
2) Assim como um par ordenado (Xi, X2) de nUmeros reais representa
um ponto ou um vetor no IR? e uma terna ordenada (X1, X, X3) de

nimeros reais representa um ponto ou um vetor no IR®, como se sabe
da Geometria Analitica, pode-se dizer, estendendo a idéia, embora




ESPACOS VETORIAIS - Capitulo 1

3)

4)

sem representacdo geométrica, que uma quadrupla ordenada de
nGmeros reais (X1, X2, X3, X4) é Um ponto ou um vetor do IR* e que
uma n-upla ordenada de nimeros reais (X1, X2, X3, ..., Xn) € Um ponto
ou um vetor do IR". Analogamente, os conjuntos IR®, IR*, ..., IR"
sdo também espacos vetoriais com as operagfes usuais de adicdo e
multiplicacdo por escalar. A verificacdo dos oito axiomas para esses
conjuntos é analoga a do IR?.

O conjunto IR, em relacdo as operacdes usuais de adicdo e de
multiplicacdo por escalar € um espaco vetorial. De fato, sabe-se que a
adicdo de nimeros reais satisfaz os axiomas Az, Ay, Aze Ase que, na
multiplicacao, se verificam os axiomas My, M,, Mze M.

O conjunto das matrizes M, ny com as operacdes de adi¢do e
multiplicagdo por escalar, definidas nos itens A8 e A.9 do
APENDICE, é um espaco vetorial. Em particular, o conjunto das
matrizes quadradas M, é um espaco vetorial em relacdo as mesmas
operacoes.

5) O conjunto IR? = {(a, b) / a, b € IR} ndo é um espaco vetorial em

relacdo as operacgdes assim definidas:
(a,b)+(c,d)=(a+c,h+d)
k (a, b) = (ka, b), k € IR

Como a adicdo aqui definida é a usual, verificam-se 0s axiomas

Ay, Az, Aze A, de espaco vetorial, conforme se viu no Exemplo 1. Logo,
ndo devem se verificar alguns (ou algum) dos axiomas relativos a
multiplicacdo.

Sejam p=(X,y1), v=Xz, Y2) e, p € IR

My) (aB)p = (aB) (X1, Y1)
= ((@B) X1, y1)
= (o (B X1), Y1)
= o (B X1, Y1)
=a (B (X1, Y1)
=a (B

(Este axioma se verifica)

M2) (ot B)p = (o + B) (X1, Y1)
= ((o + B) X1, Y1)
= (oxXq + B X1, Y1)
# o (X1, Y1) + B (X1, 1)

( )
{ 10 )
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= (axq, Y1) + (B X1, Y1)
= (OLXl + B X1, 2 Y1)

Como se V&, (oo + B) n # ap + Pu e, portanto, ndo se
verificando, no minimo, o axioma M;, 0 conjunto de que trata este
Exemplo ndo é um espaco vetorial.

1.2- PROPRIEDADES DOS ESPACOS VETORIAIS

Da definicdo de espaco vetorial V, decorrem as seguintes propriedades:

1) Existe um Unico vetor nulo em V (elemento neutro da adicédo).

1) Cada vetor p € V admite apenas um simétrico (-p) € V.

[11)  Para quaisquery, pu, v, o, € V,sep+ ® =v + o, entdo p = v.

IV)  Qualquer que seja v € V, tem-se: -(-v) = v, isto é, 0 oposto de -v é v.

V) Quaisquer que sejam p, v € V, existe um e somente um X, tal que p + X = v

VI)  Qualquer que seja v € V, Ov = 0. O primeiro 0 € o numero real zero e o
segundo é o vetor zero.

VII) Qualquer que seja L € IR, A0 =0.

VII) Av=0,implica A=00uv=0.

IX) Qualquerquesejav e V, (-1) v =-v.

X) Quaisquer que sejamv e Ve A € IR, (-A) v =4 (-v) =-(Av).

1.3 - SUBESPACOS VETORIAIS

Sejam V um espaco vetorial e S um subconjunto ndo-vazio de V. O subconjunto S é
um subespaco vetorial de V se S é um espaco vetorial em relacdo a adi¢do e a multiplicacéo
por escalar definidas em V.

A definicdo parece indicar que, para um subconjunto S ser subespaco vetorial de V,
se deveria fazer a verificagdo, em S, dos oito axiomas de espaco vetorial relativos a adi¢do e a
multiplicacdo por escalar. Entretanto, como S é parte de V (que € espacgo vetorial), ndo é
necessaria essa verificacdo. Para citar s6 um exemplo, o axioma A, (n + v = v +u) ndo
precisa ser examinado porque se a comutatividade da adicéo € valida para todos vetores de V,
ela valerd para todos vetores de S. A seguir, as condi¢cbes para um subconjunto S ser

11
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subespaco vetorial de V.

« Um subconjunto S, ndo-vazio, de um espaco vetorial V, é um subespaco vetorial
de V se forem satisfeitas as seguintes condicdes:

I) Paraquaisquer p,ve S, u+vesS.

I) Paraquaisquer o € IR, p e S, ap € S.

De fato: se p é um vetor qualquer de S, pela condigdo Il, a u € S paratodo a € IR.
Fazendo oo = 0, vem Op € S, ou seja, 0 € S (axioma A3); fazendo o = -1, tem-se (-1)u = -p €
S (axioma Ay). Os outros axiomas Az, M1, M, M3ze M, de espaco vetorial sdo verificados em
S por ser S um subconjunto ndo-vazio deV.

» Todo espaco vetorial V = {0} admite, pelo menos, dois subespagos: 0 conjunto
{0}, chamado subespaco zero ou subespaco nulo e o préprio espaco vetorial V.
Esses dois sdo o0s subespacos triviais de V. Os demais sdo denominados
subespacos proprios de V.

«  Os subespacos triviais do IR? por exemplo, sdo {(0, 0)} e IR? enquanto 0s
subespacos préprios sdo as retas que passam pela origem do sistema de
referéncia. De modo analogo, os subespacos triviais do IR®sdo {(0, 0, 0)} e o
IR% os subespacos préprios do IR® sdo as retas e os planos que passam pela
origem do sistema de referéncia.

12
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Exemplos

1) Sejam V=IR?e S ={(x,y)} € IR¥y =2x} ou S = {(X, 2X); x IR}, isto
é, S é o conjunto dos vetores do plano que tém a segunda componente
igual ao dobro da primeira. Observe-se que S # &, pois (0, 0) € S.
(Daqui por diante, fica dispensada a necessidade de verificar se o
conjunto € ndo-vazio porque o0s exemplos tratardo somente de
conjuntos ndo-vazios.) Se S é subespaco vetorial de V = IR? S deve
satisfazer as condicdes | e Il. Para p = (X1, 2X1) € Se v = (Xz, 2Xp) €
S, tem-se:

) pw+v=_>X+ X 2X3 + 2X2) = (X1 + X, 2(X1 + X,)) € S pois a
segunda componente de p + v € igual ao dobro da primeira.

I) ap = o (X1, 2X1) = (axy, 2ax;) € S pois a segunda componente de
o € igual ao dobro da primeira.

Portanto, S é um subespaco vetorial do IR Esse subespaco S repre-
senta geometricamente uma reta que passa pela origem do sistema de
referéncia (Fig. 1.3).

W 4

ap

Figura 1.3

13
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2)

3)

Observacao

Observe-se que ao escolher dois vetores e v daretay = 2x, 0 vetor p
+ v pertence a reta e, se se multiplicar um vetor p da reta por o, 0 vetor o
também estara na reta. Se a reta dada S nao passar pela origem, S ndo € um
subespaco vetorial do IR?. Assim, para a reta

S={(xy) € IR¥y=4-2x}ouS={(x,4-2x); x € IR} e 0s vetores p1 =
(1,2) e v =(2,0) de S, verifica-se que p + v =(3,2) ¢ S.

Os exemplos destas duas retas sugerem, para qualquer subconjunto S de um espaco
vetorial V, que sempre que 0 ¢ S, S ndo é subespaco de V. Esse fato é sempre util para
detectar, muitas vezes de imediato, que um subconjunto S ndo é subespago vetorial. No
entanto, ndo se pense que so pelo fato de 0 € S, o subconjunto S seja subespaco vetorial.
E o caso do subconjunto S = {(x, [x| ); x € IR} < IR%

Observacéo

Observe-se que, nesse subconjunto, (0, 0) € S e que para os vetores p
=3,3ev=(22)deS, p+v=(15) ¢ S, o que mostra ndo ser S
subespaco vetorial do IR?.

Sejam V = IR®e S = {(x, y, 0); X, y € IR}, isto é, S é o conjunto dos vetores do IR® que
tém a terceira componente nula.

Para pu = (X1, y1 0) e v = (X2, Y2, 0), tem-se:
) p+v=(X1+Xp,Vy1+VY2 0) €S, pois aterceira componente de p + v € nula.

) ap=a (X1, Y1, 0) = (axs, ayi, 0) € S, pois a terceira componente de o € nula.

Logo, S é um subespaco vetorial do IR®.

Sejam V = IR®e S {(X, Y, z) € IR*/2x + 3y - 4z = 0}. Nessecaso:

= (X1, Y1, z1) € Simplica2x;+ 3y; -4z, =0

14
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V= (Xz, Yo, 22) eS implica 2Xp + 3y2 -4z,=0

I) Somando, membro a membro, as duas igualdades, vem:
2(X1+ X2,) + 3(y1+Y2) —4(21+22) =0
Essa igualdade mostra que:

H+v=(X1+X, Y1+Y2,21+22) €S,
pois as coordenadas de p + v satisfazem a equacdo 2x + 3y - 4z = 0.
I) Por outra parte,

op = (axy, ayi, az;) € S,
pois, se

2X1 + 3y1 - 42, =0, entdo

o (2%, +3y;-427) =0
ou

2(axq) + 3 (ay1) - 4(azg) =0,

0 que demonstra que as componentes de o satisfazem a equagdo 2x + 3y - 4z = 0. Logo, S é
um subespago vetorial do IR®. Esse subespaco S representa um plano passando pela origem
do sistema de referéncia.

4) Sejam V = Mg, 1y e S 0 conjunto-solugéo do sistema linear homogéneo:

3X+4y-2z2=0
2x+y—-2=0
X+3y-2=0
Fazendo:
3 4 -2 X 0
A=12 1 -1}, X=|y|l e 0=|0],
1 3 -1 z 0

0 sistema, em notagdo matricial, sera dado por AX = 0, sendo X elemento do conjunto-
solucgéo S. Se

X X,
u=X =y e v=X,=|Y,
Z, Z,

séo solucdes do sistema, entdo:

——

15
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AX1=0 e AX;=0
I) Somando, membro a membro, as duas igualdades, vem:
A (X1 +X3) =0, oqueimplica X3+ X; €S,
isto €, a soma de duas solugdes é ainda uma solugdo do sistema.
I1) Por outra parte, multiplicando por a a primeira igualdade, vem:

o (AX1) =a 0 ou A(aXy) =0, o que implica aX; € S,
isto é, o produto de uma constante por uma solucdo é ainda uma solugéo do sistema. Logo, o
conjunto-solugéo S do sistema linear homogéneo é um sub-espaco vetorial de M, 1).
AX=0.
e O subespaco S é também chamado espago-solucéo do sistema AX = 0.

e Se um sistema linear é ndo-homogéneo, o seu conjunto solucdo S ndo é um subespaco
vetorial (verificacdo a cargo do leitor).

5) Sejam

N i B o

isto €, S é o conjunto das matrizes quadradas de ordem 2, cujos elementos da segunda coluna
séo nulos.

Para quaisquer

a 0 a, 0
U= eS,v= €S e a e IR, tem-se:
c, O c, 0

) uput+tves;
) opesS.

Logo, S é um subespaco vetorial de M.

1.4 - COMBINACAO LINEAR DE VETORES

Sejam 0s vetores vy, Vy, ..., V do espaco vetorial V e os escalares a;, a, a,. Qualquer

vetor v € V da forma
vV =a1vy taVo + ... +apvy

é uma combinagao linear dos vetores vy, Va, .., Vp.

16
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Exemplos

No espaco vetorial IR, o vetor v = (-7, -15, 22) é uma
combinacéo linear dos vetores v;=(2,-3,4) e v,=(5, 1, -2) porque:

V=14v;-3v;
De fato:

(-7,-15,22) =4 (2,-3,4) -3 (5, 1, -2)
= (8, -12, 16) + (-15, -3, 6)
= (-7, -15, 22)

1.4.1 — Problemas Resolvidos
Os problemas 1 a 3 se referem aos vetores vi = (1, -3, 2) e v, = (2, 4, -1) do IR®.
1) Escrever o vetor v = (-4, -18, 7) como combinacdo linear dos vetores v € V..

Solucéo
Pretende-se que:
V = a1V, + axVy,

sendo a; e a, escalares a determinar. Deve-se ter:

(-4,-18,7) =a1 (1, -3,2) +a, (2, 4, -1)
(-4, -18,7) = (a1, -3 a1, 2a;) + (2a,, 4ay, -a,)
(-4,-18,7) = (a1 + 2a,, -3 a1+ 4ay, 2 a1 - ap)

Pela condicdo de igualdade de vetores, como se sabe da Geometria Analitica, resulta o
sistema

a, +2a, = —4
—-3a, + 4a, = —18
2a, —a, = 7

Cujasolucdo é:a;=2ea,=-3.

Portanto: v = 2v; - 3v,

17
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2) Mostrar que o vetor v = (4, 3, -6) ndo é combinacdo linear dos vetores vy € V,.
Solucéo

Deve-se mostrar que nao existem escalares a; e ap, tais que:
V=a1Vy+ aVvy

Utilizando procedimento anélogo ao do problema anterior, vem:

4, 3,-6) =as(l, -3, 2) + ax(2, 4, -1)
(4, 3,-6) = (a1, -3 a1, 2 a1) + (2az, 4ay, -a2)

(4,3,-6) = (a1 + 2a, -3 a1+ 4ay, 2 a;- a)

Desta ultima igualdade, resulta o sistema:

a,+2a,= 4
—3611 +4’a2 = 3
2a1 —a; = _6

sistema esse que € incompativel, o0 que comprova ndo poder o vetor v ser escrito como
combinacéo linear de vy € v,.

3) Determinar o valor de k para que o vetor pu = (-1, k, -7) seja combinacéo linear de vy e v».

Solucéo:
Deve-se ter:

| =a;Vvi + axVvy

(-1, k, -7) = a1 (1,-3,2) + ax(2, 4, -1)
(-1, k, -7) = (a1, -3 a1, 2 a1) + (2a,, 4ay, -a,)
(-1, K, -7) = (8.1 +2a,, -3 a;+4ay, 2 a; -8.2)

Dessa igualdade, vem o sistema

a, +2a, =-1
—3a, +4a, = k
2a, —a, = —7

do qual resulta, como solucdo do problema proposto, k = 13 (a; = -3 e a; = 1). De fato:
(-1,13,-7)=-3(1,-3,2) +1(2,4,-1)

=(-3,9,-6) + (2, 4, -1)
=(-1,13,-7)

18
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4) Verificar de quantas maneiras o vetor v = (5, 2) € IR? pode ser escrito como combinago
linear dos vetores vy = (1,0), v.= (0, 1) e v3= (3, 1).

Solucéo

(5,2) = avi + aVo + 3V3
(5,2)=a;(1,0) +a2(0,1) +a3(3, 1)
(5,2) = (a1, 0) + (0, ap) + (3as, @)

(5,2):(3.1+33.3, a + 3.3).

Dessa igualdade resulta o sistema

{a1+3a3=5 ol {a1=5—3a3
a2+a3= 2 a2=2_a3

e, portanto, para cada valor arbitrario atribuido a az se obtém um valor para a; e outro para a,.

Assim, o vetor v pode ser escrito de infinitas maneiras como combinagéo linear dos vetores
Vi, Vo € Vs.

1.5 - SUBESPACO VETORIAL GERADO

Sejam V um espaco vetorial e A = {vi, V2, ..., Vi} < V, A = . O conjunto S de
todos os vetores de V que sdao combinacdes lineares dos vetores de A é um subespaco vetorial
de V. De fato, se

W =aiVs +apVvy + ... anVy

V=Dbyvy +bovy + ... + by,

séo dois quaisquer vetores de S, pode-se escrever:

) u+tv=(ag+by)vi+ (ax+hy)vy+..+(an+bp) vy

) op=(aa) v+ (a@)Vvs + ... + (can)Vvn,

istoé, pn+v eSeapu e Sporserem combinagdes lineares de vy, vy, ..., V. LOgO, S é um
subespaco vetprial de V.

O subespaco S diz-se gerado pelos vetores vi, Vo, ..., Vi, O0U gerado pelo conjunto A e
se representa por S = [vy, Vo, ..., Vo] ou S = G(A).
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e Os vetores vy, Vs, ..., Vy S80 chamados geradores do subespaco S, e A é 0 conjunto
gerador de S.

e Todo conjunto A — V gera um subespaco vetorial de V, podendo ocorrer que G(A) =
V, caso em que A é o conjunto gerador de V.

Exemplos

1) Os vetores e; = (1, 0) e e, = (0, 1) geram o espaco vetorial V = IR?, pois
qualquer par (x, y) e IR® é combinag&o linear de e; e ey:

(X1 y) =Xept+ye,=X (1’0) ty (O! 1) = (X’ O) + (O’ y) = (X, y)
Assim, [e1, &5] = IR%

2) Os vetores e; = (1, 0, 0) e e; = (0, 1, 0) do IR® geram o subespaco S =
{(x,y, 0) € IR®/ X, y € IR}, pois:

(X, yl O) = Xeg + yeZ = X(la O! O) + y(O! 1! 0) = (X, O, O) + (O, yl O) = (X, y1 0)1

isto 6, [ e1, €,] =S é subespaco préprio do IR e representa geometricamente o
plano x O y (Fig. 1. 5).

[e,, e]

Figura 1.5

3) Os vetores e; = (1,0, 0),e,=(0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1) geram 0 espaco
vetorial V = IR®, pois qualquer vetor v = (x, y, z) € IR® é combinacéo linear
de eq, €€ e3:

(x,y,2) = xe; +ye,+ ze3=x(1,0,0) +y(0, 1,0) +z(0, 0, 1)
=(x,0,00+(0,y,0)+ (0,0, 2
=Xy, 2)

Assim, [e]_, €, e3] = |R3.
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1.5.1. - Problemas Resolvidos
1) Verificar se o conjunto A = {v; = (1,2), v, = (3, 5)} gera o IR.
Solucéo

Para que o conjunto A gere o IR?é necessério que qualquer vetor v = (x, y) € IR? seja
combinacdo linear de v; e vy, isto é, devem existir niUmeros reais a; e a,, tais que:

V =a1VitaoVo

(x,y) =ai(1,2) +a2(3,5)

(x,y) = (a1, 2a1) + (3az, 5ap)

(x,y) = (a1 + 3ay, 2a; + 5ay).
Dessa igualdade resulta o sistema:

{a1+3a2=x
2a, +5a, =y

que, resolvido em funcdo de x ey, fornece:
a1=-b5x+3y ea,=2x-Y,
isto 6, G(A) IR.
Sev=(X,Yy) = (5, 8), por exemplo:
(58)=(-5x5+3x8)Vvi+(2x5-8)v,
=-1(1, 2) + 2(3, 5)
=(-1,-2) + (6, 10)
=(5.8)
2) Verificar se os vetores e; = (1, 0), &= (0, 1) e » = (7,4) geram o IR,

Solucéo

Para que 0s vetores e;, e, e ® 0 gerem o IR? é necessario mostrar que para qualquer
vetor v = (x, y) e IR?, existem nlimeros reais ay, a, e as tais que:

V=aje;+ aer+ azm
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(X, y) =ai(1, 0) + ay(0, 1) + a3(7, 4)
(X, y) = (a1, 0) + (0, az) + (7as, 4as)
(X, y) = (al + 7a3 at+ 43.3).
Dessa igualdade resulta o sistema:
{a1+7a3=x {a1=x—7a3
a, +4a; =y ou a, =y —4as

Fazendo, por exemplo, az = 2, vem:

aa=x-14
a=y-8

e, portanto, (X,y) =(x-14)e;+ (y-8)e;+ 20,
isto &, [ey, e, ] = IR
Se, por exemplo, v = (X, y) = (3, 10), vem:

(3,10) =(3-14) e; + (10 - B)ex + 20
= -11(1,0) + 2(0,1) + 2(7,4)
=(-11,0) + (0,2) + (14, 8)
=(-11+ 14,2 + 8)
=(3, 10)

« E interessante assinalar que, no problema 1, o espaco vetorial IR? foi gerado por 2 vetores
e, neste problema, por 3 vetores. De modo analogo pode-se mostrar que o IR® pode ser
gerado por 3,4 ou mais vetores. O fato sugere que um espaco vetorial dado pode ser
gerado por um numero variavel de vetores. No entanto, existe um nimero minimo de
vetores que gera um espaco vetorial: esse numero minimo serd estudado mais adiante.

1.6 — ESPACOS VETORIAIS FINITAMENTE GERADOS

Um espaco vetorial V € finitamente gerado se existe um conjunto finito A c V, tal

que V = G(A).

Os exemplos de espagos vetoriais dados sdo todos de espacos vetoriais finitamente
gerados. Por exemplo, foi visto que o IR® é gerado por um conjunto de 3 vetores. Embora
existam espagos vetoriais gerados por um conjunto de infinitos vetores, aqui serdo tratados

somente espagos vetoriais finitamente gerados.
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1.7 — DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Sejam V um espaco vetorial e A = {vi, Vo, ... Vo} < V. A equacdo
aivitavo + ...+ avn =0

admite, pelo menos, uma solugéo, a solucéo trivial:
a=a=..=a=0

Diz-se que o conjunto A é lineannente independente (LI) ou que os vetores vy, Vz ..., V,
séo LI no caso de a equagéo (1) admitir apenas a solucao trivial.

Se existirem solucfes a; # 0, diz-se que o conjunto A é linearmente dependente (LD)
OU que 0s vetores vy, Vo, ... V, sdo LD.

Exemplos

1) No espaco vetorial IR?, os vetores e; =(1, 0) e e,= (0, 1), s&o LI.
De fato:
aie; + axe=0
a1 (1,0) +a(0,1)=(0,0)
(a1, 0) + (0, a2) = (0, 0)
(a1, 32) = (0, 0)
isto é:
aa=0 ea=0

2) No espaco vetorial IR®, os vetores e; = (1, 0, 0), e, = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0,
1) sdo LI. A verificagdo é analoga a do Exemplo 1.

3) No espaco vetorial IR?, os vetores v; = (2, 3) e v, = (-4, -6) sdo LD. De
fato:
aivy + avo=0
a1 (2, 3) + ax (-4, -6) = (0,0)
(283, 3a1) + (-4ay,-6a2) = (0,0)
(2a; - 4ay, 3a;-6a,) = (0,0)
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Dessa igualdade resulta o sistema

{2a1_4a2=0
3a1_6a2= 0

que admite a solucdo a; = 2 a,. Fazendo, por exemplo, a, = 3, se obtém a; =6 e
a equacao

v+ av,=0
fica:
6 (2, 3) + 3 (-4, -6) = (0,0)

Logo, v; e v, sdo LD porque a equagdo acima se verifica para coeficientes de v,
e v, diferentes de zero.

4) No espaco vetorial IR?, os vetores e; = (1,0), e,= (0,1) e @ = (7,4) sdo LD.
De fato:

e t+tae,+azm=0
a1 (1,0) +a,(0,1) + a3 (4,7) = (0,0)
(al, O) + (0, 8.2) + (4 ds, 7a3) = (0,0)
(al + 43.3, a, + 73.3) = (0,0)

Dessa igualdade se obtém o sistema:

{al + 4‘a3 =0 ou {al - _4a3
a, aF 7a3 = 0

fazendo az = 2, por exemplo, vem:
a=-8 e a=-14
-8(1,0)- 14 (0,1) + 2 (4,7) = (0,0)
Logo, os vetores e;, €; € o sdo LD porque a equacdo acima se verifica para
coeficientes de ey, e; e o diferentes de zero.
5) No espaco vetorial IR3, os vetores v; = (6,2,3) e v, = (0,5,3) séo LI. De fato:

a1 (6,2, 3) + (0, 5, 3) = (0,0,0)
(63.1, 23y, 33.1) + (O, 5a,, 33.2) = (0,0,0)
(68.1, 2a; + 5ay, 3a; + 38.2) = (0,0,0)
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ou
6a1 - 0
2a1 + 5a2 - 0
3a1 aF 3a2 ES 0,

sistema que admite somente a solucdo trivial: a; = a, = 0. Portanto, os vetores v;
eV sao LI.

1.7.1 - Propriedades da Dependéncia e da Independéncia Linear

I) O vetor v =0 do espaco vetorial V € LD, pois para qualquer a # O:
a0=0
I1) Um Unico vetor v # 0 do espaco vetorial é LI, porque a igualdade ao = 0 s se verifica
para a=0.
I11) Se um conjunto A < V contém o vetor nulo, A é LD. De fato, se
A={v, V..., 0, .., v}, aequacéo:
Ovi+0vy+..+a0+..+0v,=0

se verifica paraa = 0. Logo, A é LD.

IV) Se num conjunto de vetores ndo nulos A = {vi, Vo, ..., Vo} um deles é combinacdo linear
dos outros, o conjunto é LD. De fato, supondo n =3 e vy = a, v, + az V3, pode-se escrever:

-lvy +avo+azvas=0
Nesta igualdade existe, pelo menos, um a; = 0 (a; = -1), 0 que prova ser A = {vs, v, v} LD.
Reciprocamente, se um conjunto de vetores ndo nulos A = {vi, vy, v3) € LD, um
deles pode ser escrito como combinacdo linear dos outros. De fato, por definicdo, um dos
coeficientes da igualdade
Vi + avo+ agvz=0

deve ser diferente de zero. Supondo , por exemplo, que a, # 0, vem:

doVo = -d1Vq - AzV3

a; as
Uz = __Ul __173
a, a, ~’
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e, portanto, v, é combinac&o linear dos outros dois vetores.

A demostragdo seria andloga para um conjunto de vetores ndo nulos A = {vy, va,. ..,

Vn}

o Esta propriedade pode ser enunciada de forma equivalente: um conjunto A {v,
Vo, ..., Vn} € LI se, e somente se, nenhum dos vetores for combinagéo linear dos
outros.

e Para o caso particular de dois vetores pode-se dizer: dois vetores v; e v, sdo LD
se, e somente se, um vetor € multiplo escalar do outro.

No exemplo 3, item 1.7 viu-se que os vetores v; = (2,3) e v, = (-4, -
6) sdo LD, devendo-se notar que v, = -2vi, isto é, v, € multiplo
escalar de vi; no exemplo 5, mesmo item, viu-Se que 0s vetores vy =
(6, 2,3) e vy, =(0, 5, -3) sdo LI, pois v; # k v, para qualquer k € IR.

V) Se uma parte de um conjunto A — V é LD, A também é LD. De fato, supondo que em
A={vy, Vo, ..., Vi, ..., Vn}
a parte
Ar={vi, v, ..., \} € LD,
0 que significa existirem a; = 0 que satisfazem a igualdade:
avitave+ ... +av, =0
e esses mesmos a; = 0 também satisfazem a igualdade:
avi+taVet+ .. +tavi+0vig+...+0Vv, =0
Logo, A ={V1,V2, ..., Vi, ..., Vn} € LD.
VI) Se um conjunto A < V é LI, qualquer parte A; de A é também LI. De fato, se A; fosse

LD, pela propriedade anterior, o conjunto A seria LD, o que contraria a hipotese.

VII) SeA={v;,..vpi}cVéLleB={vy .., Vv, o} cVeéLD, o écombinacdo linear de
Vi, ..., V. De fato, se B € LD, existem escalares ay, ..., a,, b, nem todos nulos, tais que:

81V1+ + anVn + b(D = O
Se b =0, entdo algum dos a; ndo é zero na igualdade:

vy +...+avh=0
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0 que eontradiz a hipdtese de que A é LI. Por conseguinte, b = 0 e: b =-a;v; - ... -anVn

isto €, ® é combinacdo linear de vy, ..., Vy

1.7.2 — Problemas Resolvidos

Nos problemas de 1 a 3 verificar se sdo LD ou LI os conjuntos dados.
1)A={(5,7),(38)}c IR?

Solucéo
O conjunto, por ter dois vetores tais que um ndo € multiplo escalar do outro, € LI.
2) A={(12, 6), (4,2)} c IR?

Solucéo

O conjunto, por ter dois vetores tais que um é maltiplo escalar do outro (o0 1° é o triplo
do 2°), é LD.

3) A={(1,2,3),(0,172),(0,0,1}c IR
Solucéo
Seja a equacéo:

a1(1,2,3)+a(0,1,2) +a3(0,0,1) =0
(a1, 2a1, 3a;1) + (0, &z, 2a2) + (0, 0, a3) = (0, 0, 0)
(a1, 2a; + ay, 3a; £ 2a, + a3) = (0, 0, 0)

Dessa igualdade resulta o sistema

a, =0
2a, +a, =0
3a1+2a2+a3=0

que admite somente a solucéo trivial: a; = a, = az = 0. Portanto, o conjunto é LI.
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1.8 - BASE E DIMENSAO

1.8.1 - Base de um Espaco Vetorial

Um conjunto B = {vi..., v,} < V é uma base do espaco veiorial V se:

) BéLI
I) BgeraV

Exemplos

1) B={(1,0), (0,1)} é base do IR? denominada base candnica. De fato:

) BéLI(ver Exemplo 1, item 1.7)
I1) B gera IR?(ver Exemplo |, item 1.5)

2) B=4{(1,2), (3,5)} é base do IR De fato:
1) BéLI
a1(1,2) + a(3,5) = (0,0)
(a1, 2a;) + (3ay, 5a;) = (0,0)
(a1 + 3ay, 2a; + 5a) = (0,0)

ou
{a1+3a2=0
2ay +5a, =0

Sistema que admite somente a solugéo trivial (a; = a, = 0), 0 que confirma ser B
LI

II) B gerao IR?(ver Problema 1, item 1.5)

3) B={e1=(1,0,0),e,=(0,1,0),es=(0,0,1)}é base da IR®. De fato:
I) BéLI (ver exemplo 2, item 1.7)
1) B gera IR® (ver exemplo 3, item 1.5)

4) B={vi=(1,1,1),v,=(1,1,0),vs=(1,0,0)} é base do IR®. De fato:

) BéLI
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ai(1,1,1)+a,(1,1,0) +a3(1,0,0) =0

(a1, a1, &) + (a2, @, 0) + (a3, 0, 0) = (0, 0, 0)
(a1t+a;tas azt+aya)=(0,0,0)

ou

a1 aF az aF a3 - O

a1 aF az - 0

a1 - 0
sistema que admite somente a solucao trivial (a; = a, = az = 0), 0 que confirma
ser B LI.

1) B gera o IR®. De fato, qualquer vetor v = (x, y, z) é combinacio linear
de vy, Vo€ v3:
(X, ¥,2) =avi £ apVo + a3vs
X, y,2)=a1(1,1,1) +a,(1,1,0) +as(1,0,0)
(X, ¥, 2) = (a1, &, &) + (a2, a, 0) + (a3, 0, 0)

(X, Y, Z) = (al +ap+as a;+ ay, al)

ou

a1+a2+a3=x
a1+a2 y
aq Z

isto 6, a1 =2z,a,=Yy-zeaz=X-Y; portanto:
(X, Y, Z) = 2(11 |1 1) + (y - Z) (11 1’ 0) + (X'y) (0! 0! 1)!

0 que comprova ser qualquer vetor v = (X,y,z) combinacdo linear de vy, vy, € Vvs.
Logo, [V, Va, V3] = IR,

5) B ={(1,2), (2,4)} ndo é base do IR? pois B é LD (verificacdo analoga a do
exemplo 3, item 1.7).

6) B = {(1,0), (0,1), (7,4)} ndo é base do IR? pois é LD (ver exemplo 4,
item 1.7).

1.8.2 — Dimenséo de um Espaco Vetorial

Se V é um vetorial e possui uma base com n vetores, V tem dimensédo n. A dimenséo
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de V se indica por dim V =n.

« 0O espaco vetorial {0}, constituido somente pelo vetor nulo, é de dimensdo zero.

Exemplos

1) dim IR?= 2 (ver exemplos 1 e 2, item 1.8.1).
2) dim IR® = 3 (ver Exemplos 3 e 4, item 1.8.1)
3)dim {0} =0

1.8.3 — Propriedades Relativas a Base e a Dimensao

I) Qualquer conjunto LI de um espaco vetorial V é base do subspaco por ele gerado. Por
exemplo, o conjunto
B ={e:=(1,0,0), &,=(0,1,0)} c IR®

gera o subespaco:
S={(x,y,0) e IR*/x,y e IR} (ver Exemplo 2, item 1.5)
Como B é também LI, B € base de S.

I1) Se B = {vy, Vo, ..., v} for base de um espaco vetorial V, todo conjunto com mais de n
vetores de V é LD.

Para simplificar, sejam dim V = 2 e B = {v;, v} uma base de V e considere-se B’ =
{w1, 02, ®2} < V. Pretende-se mostrar que B’ ¢ LD. Para tanto é suficiente provar que
existem escalares x; (com i =1, 2, 3), ndo todos nulos, tais que:

X101 + Xo02 + X303 =0

Tendo em vista que B € uma base de V, os vetores de B’ podem ser escritos como
combinagéo linear dos vetores de B, isto é, existem escalares a;, b;, ¢; (i = 1,2), tais que:
®1 =ai1VvVy + aVvr

2 = byvy + bov,
®3 = C1Vy + CrVo
Substituindo-se o1, ®, e o3 de (2) e (1), vem:

xl(alvl + 3.2V2) + Xz(bj_Vj_ + b2V2) + X3(C1V1 + C2V2) =0

( )
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ou

(arX1 + b1Xo + C1X3) Vi + (82X1 + DoXo + CoX3) V2= 0

Por serem vy e v LI, tem-se
{alxl + b1x2 + 01X3 == 0
ale + bzxz + C2X3 - 0

Esse sistema linear homogéneo, por ter m = 3 varidveis (X1, X2 € X3) e n = 2 equagbes (m >
n), admite solucBes ndo triviais, isto €, existe xj = 0, 0 que prova que B é LD.

A demonstracdo pode ser estendida, com raciocinio analogo, para B contendo n
vetores ¢ B’m vetores, com m > n.

Esta propriedade assegura que, num espaco vetorial V de dimensdo n, qualquer
conjunto LI de V tem, no maximo, n vetores. Assim, por exemplo, ja se viu que dimens&o IR?
= 2 e, portanto, no IR? o nimero maximo de vetores LI é 2 e todo conjunto com mais de 2
vetores (Exemplo 4, item 1.7) é LD.

[11) Duas bases quaisquer de um espago vetorial ttm o mesmo numero de vetores. De fato:

Sejam A = {vy, ..., vo} € B = {o, ..., on} duas bases de um espago vetorial V.
Como A é base e B é LI, pela propriedade anterior n > m. Por outra parte, como B é a base e
A é LI, deve-setern<m. Logon=m.

IV) Se B = {vi, V2 ..., Vo} € uma base de um espaco vetorial V, qualquer vetor v e V se
exprime de maneira Gnica como combinacao linear dos vetores de B. De fato, tendo em
vista que B é uma base de V, para qualquer v € V pode se escrever:

V=avi+agvo + ...+ agVvy (3)

Supondo que o vetor v pudesse ser expresso como outra combinacdo linear dos
vetores da base, ter-se-ia:

V =Dbyvi+ bovo + ... + by (4)
Subtraindo, membro a membro, a igualdade (4) da igualdade (3), vem:

0 = (a1-by)vs + (az-b2)v2 + ... + (an-by)Vvn

Tendo em vista que os vetores da base séo LI:

al—b1=0, az—b2=0, ...,an—bn=0,
isto e:

ap=by,a=by .., an=by

Os numeros ay, a,, ..., & Sao pois, univocamente determinados pelo vetor v e pela

31

——
| —



ESPACOS VETORIAIS - Capitulo 1

base {vi, vy, ..., Vn}.

V) Se V é um espaco vetorial tal que dim V =n e S é um subespaco vetorial de V, entdo
dim S<n.

No caso de dim S = n, tem-se S =V, isto €, S é subespaco trivial de V; se dimS <n, S é
subespaco préprio de V.

VI) A dimensdo de um subespaco vetorial pode ser determinada pelo nimero de varidveis
livres de seu vetor genérico. O fato pode ser verificado por meio do seguinte problema:
Determinar a dimensao do subespaco
S={(x,y,2) € IR¥2x +y +z = 0}.

Isolando z (ou X, ou y) na equacao de definigdo, tem-se:

Z = -2Xx-y,

onde x e y sdo as variaveis livres. Para qualquer vetor (X, y, z) € S tem-se:
(X, y,2) = (X, Y, -2x-y)

ou
(X, Y, Z) = (X, 01 '2X) + (01 Y, 'y)

ou ainda,

(X, Y, Z) = X(11 01'2) + y(oa I! '1)1
isto é, todo vetor de S é combinacéo linear dos vetores (1, 0, -2) e (0, 1-1). Como esses dois
vetores geradores de S sdo LI, o conjunto {(1, 0, -2), (0, 1, -1)} é uma base de S e,
conseqlientemente, dim S = 2.
Mas, tendo em vista que a cada variavel livre x e y corresponde um vetor da base na
igualdade (1), conclui-se que o numero de variaveis livres € a dimenséo do subespaco.

« Se se desejasse apenas obter uma base do subespaco S, se adotaria, na pratica, um
processo simplificado. Assim, no subespago S onde z = -2x-y,

fazendox=1ey=1vem:z=-2-1=-3 ~ovi=(1,1,-3),

fazendox=-ley=2,vem:z=2-2=0 S Vv2=(-1,2,0),

o conjunto S = {(1, I, -3), (-1, 2, 0)} € outra base de S. Na verdade, S tem infinitas bases,
porém todas com dois vetores somente.

32

'

——



ESPACOS VETORIAIS - Capitulo 1

1.9 - COMPONENTES DE UM VETOR

Na propriedade 1V do item anterior, viu-se que veV é expresso assim:

V=aivVi+avo + ... +apVy,

sendo B = {vi, V2, ..., Vn} uma base de V. Os ndmeros a;az, ..., a, univocamente
determinados por v e pela base B, sdo denominados componentes ou coordenadas de v em
relacdo a base B.

Um vetor v € V (dim V = n), de componentes a, ay, ..., a, em relacdo a uma base B, €
indicado por vg e se representa por:

vg=(a1, az, ..., an)

O mesmo vetor v pode ser representado na forma matricial:

aq

a,
Vp=1:

aTl

Os vetores de uma base B = {vivy, ..., Vo} de um espago vetorial VV podem ser
representados por uma matriz na qual as componentes de cada vetor da base constituem
uma coluna dessa matriz, dispostas as colunas na ordem em que os vetores foram
enunciados. Assim, a base

B ={v.=(1,4,1), v, =(1,7,0), vs = (2,0,0)} do IR®
é representada por:

1 1 2
B=l4 7 0]
1 0 0

«  Se os vetores de uma base A = {vi = (X11, X12), V2 = (Xa1, X22} do IR? tiverem, por
conveniéncia ou necessidade, de ser escritos em linha numa matriz, se escrevera:

X11  X12

X11 x21]
X21 X2

4t =|
X12 X2

] , pois a transportade Af é A = [

«  As bases candnicas do IR? IR? ..., IR" sdo representadas, cada uma, por uma matriz
unidade (também chamada matriz identidade):

1 0 ceo 0

1 0 O
I I T
0 0 1 0 0 1
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1.10 - MUDANCA DE BASE

Dadas duas bases A e B de um espaco vetorial V, pretende-se estabelecer a relagéo
entre as componentes de um vetor v em relacdo a base A e as componentes do mesmo vetor
em relacdo a base B. Para facilitar, considere-se o caso em que dim V = 2. O problema para
espacos vetoriais de dimenséo n € analogo.

Sejam as bases A = {v|,v.} e B = {®1, o2} e V. Dado um vetor v € V, este serad
combinacdo linear dos vetores das bases A e B:

um vetor

V = XqV1E XoVo (1)
ou

X

Va = (X1, X2) 0U, ainda, va = [x;] (1-1)
e

V=Yi101 + Y22 (2)
ou

Ve = (Y1, ¥2) ou, ainda, vg = [zﬂ (2-1)

Por outro lado, os vetorés da base A podem ser escritos em relacdo a base B, isto é:
Vi = anmg + axms

Vo = a1pm1 + axnm; 3)

Substituindo-se vy e v, de (3) em (1), vem:

V = X1(a1101 + 82102) + Xo(a1201 + 822002)
ou

V = (a11 X1 + 812X2) 1+ (821X1 + 22X2) ©2 4)

Comparando as igualdades (4) e (2) vem:
Y1 = au1X1 + aeXo

Y2 = a21X1 X axXo
ou na forma matricial:
[)’1] _ [(111 a12] [x1] 5)
V2 Az1 A2l LX;

Tendo em vista as igualdades (2-1) e (1-1) e fazendo
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_ %11 Q12
M= [a21 azz]’
a equacao matricial (5) pode ser escrita assim:
Vg = Mva (6)

A finalidade da matriz M, chamada matriz de mudanca de base de A para B, é
transformar as componentes de um vetor v na base A em componentes do mesmo vetor 0 na
base B. Se se quiser, em lugar de transformar va em vg, transformar vg em va, a igualdade (6)

Mva = Vg
permite escrever

Va= M-]'VB (7)

uma vez que M é inversivel. Assim, M transforma va em vg e M transforma vg em va

1.10.1 - Determinacédo da Matriz de Mudanca de Base

As igualdades (3) do item anterior permitem escrever:
V1] _ [411  Q21] [W1
[Vz] N [a12 azz] [wz] (8)
Fazendo
V1 = (X11, X12), V2 = (Xo1, X22), ®1 = (Y11, Y12) € 02 = (Y21, Y22),
a igualdade (8) fica

[x11 xlz]z[an a21] [}’11 3’12] 9)

X21 X22 X12 Q21 Y21 Y22
mas ,

[x11 xlz]zAt [a11 a21]= t o [3’11 y12]=Bt
X21  X22 "l Ay Y21 Y22

logo a equacéo (9) é
A'=MB
ou
A = BM (propriedade da matiz transposta).
Como B € uma matriz inversivel, vem:
M=B"A (10)

o Daigualdade (10), conforme propriedade da matriz inversa, vem:
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M1=A'B (11)

e N&o é demais insistir: M é matriz de mudanca de base de A para B (da primeira base para
a segunda) e M™ é matriz de mudanca de base de B para A (da segunda para a primeira).

E facil entender que a matriz de mudanca de base num espaco de dimens3o 3 ou de
dimens&o n é dada pela mesma férmula (M = B* A ou M™ = AB), sendo A e B de ordem 3
ou n, uma vez que a demonstracao respectiva é andloga a do espaco de dimenséo 2.

e Se abase A for a base canbnica e, portanto A = |, tem-se:
M =B" (12)
M= (13)

1.10.2 - Problemas Resolvidos

Os problemas 1 a 4 se referem as bases do IR%
A={(13), (1-2)} e B={(3,5), (1.2)}
1) Determinar a matriz de mudanca de base de A para B.
Solucéo
M =B
mas,

A=t L= 3] deeB=[] J=6-5=1"-¢

5 2
B =[5 3]

logo:

2 -1 11_1-1 4
e I N e DR
2) Determinar a matriz de mudanca de base de B para A.

Solucédo
M'=A"'B
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mas
@31 o, 1 T O N
B=[; | a=|; J|deta=]; |=-2-3=-5 e
3 1
4_|5 s
A7=13 1
5 5
logo:
2 1 11 4
1_ 15 s| 3 11_15 s
Lol I P el P
5 5 5 5

3) Sabendo que va = (3, 2), calcular vg.

Solucéo

W:r: —S]B]z[—£]

4) Sabendo que vg = (5, -10), calcular va.
Solucéo
Va = M-1VB

11

5
4

5 [_ﬁ]z[ﬂ

5) Considere-se no IR? a base candnica A = {e; = (1,0), e, = (0,1)} e base B = {v; = (1,3), V»
= (1,-2)}. Sabendo que va = (5,0), calcular vg.

Va =

U= o]

Solucéo
Vg = Mvp
e
M=B"
logo:
vg = Blva
mas,
2 1
w=[gl =3 3l e 5r=f5 7
5 5

——
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A Figura 1.10-5 mostra que o vetor de componentes 5 e 0 na base candnica A tem
componentes 2 e 3 na base B:

(5,0) =5(1,0) + 0(0, 1)
(5,0) =2(1,3) + 3(1,-2)
« Se fosse dado vg = (2,3), o leitor encontraria va = (5,0).

6) Dadas a base canonica A = {e; = (1,0), e,=(0,1)} e a base
B ={vi=(2,1), v, = (-1,2) do IR? calcular vg sabendo-se que va = (4,7).

Solucéo
Vg = Mvp
M=B"A
A=
M=B1
Vg = B-1VA
y ¢ X
6 1----- 2,
5+
4+
3 1= v,
2 oy ’
1 36 .
v =éc‘= .%':‘ X
2 1+ X%V,
i3 4 ;
-4 +
54
-6 -e-mmed 3v,
Y
Figura 1.10-5
mas:
2 1
4 2 -1 4_| 5 5
vA_[7]' B = [1 2] e B =7 3
"5 5
logo:
2 1
| 5 s 41 _ I3
VBT 1 E] [7] = [2]
5 5
( |
| 38 )
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A Figura 1.10-6 mostra que:

(4,7)=4e1+ Te,
=3vi+2v,
ou
(4,7)=4(1,0) + 7(0,1)
=3(2,1) + 2(-1,2),
Isto e,
(47)=(4"7a=(32)s

Figura 1.10-6

——
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Capitulo 2

ESPACOS VETORIAIS
EUCLIDIANOS

2.1- PRODUTO INTERNO EM ESPACOS VETORIAIS

Em Geometria Analitica se define oproduto escalar (ou produto interno usual) de
dois vetores no IR? e no IR e se estabelecem, por meio desse produto, algumas propriedades
geométricas daqueles vetores®. Agora, pretende-se generalizar o conceito de produto interno
e, a partir dessa generalizacdo, definir as no¢des de comprimento ou mdédulo, disténcia e
angulo num espaco vetorial V.

Chama-se produto interno no espaco vetorial V uma aplicacdo de V x V em IR que
a todo par de vetores (u, v) € V x V associa um namero real, indicado por p . v ou por <p,
v>, tal que os seguintes axiomas sejam verificados:

P)up.v=v.p

Pp.(vto)=p.v+p. o

P3) (ap) . v =a (u . v) para todo nimero real o

P)u.u>0epn=0se esomentese, u=0

e O ndmero real p . v é também chamado de produto interno dos vetores, p e v.
¢ Da definicdo de produto interno decorrem as propriedades:

) O.uy=p.0=0,VpeV

N (u+v).o=p.0o+v.o

) p. (av) =a (1. v)

IV)p.(vi+vot ... +V)=p.vi+tp. o+ ...+ .V,

! Ver Geometria Analitica (Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle) - Editora McGraw-Hill.
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Exemplos

1) No espaco vetorial V = IR? a aplicacdo (funcdo) que associa a cada par de
vetores p = (X1, Y1) € V= (X2, Y2) 0 numero real

K.V =2X1X2 + 5y1Y»
€ um produto interno. De fato:
Pl) pn.v= 2X1Xo + 5y1y2
= 2XoX1 + SYa2Y1
=V.

P,) Se o = (X3, y3), entdo:
B (V+ o) = (X1y1) . (X2 + X3, Y2 + Y3)
= 2X1 (X2 + X3) + 5Y1 (Y2 + Y3)
= (2X1X2 + 5y1Y2) + (2X1X3 + 5Yy1Y3)

=Sp.vtu.o

P3) (a0 ) . v = (axa, ay1) - (X,, ¥2)
=2 (oX1)X2+ 5 (oy1) Y2
= o (2X1X2 + 5Y1Y2)
= o (p.v)

P . = 2XX1 + 5y1ys = 2X.° + 5y12>0ep. pu=2x°+5y,° = 0 se, e
somente se, X; =y, =0, isto &, se p = (0,0) = 0.

e O produto interno examinado neste exemplo é diferente do produto interno
usual no IR?; este seria definido por:

W.V=XiX2t VYiYo

Dai se depreende ser possivel a existéncia de mais um produto interno
num mesmo espaco vetorial.

2) Se p = (X1, y1, z1) € V = (X, Yo, Z2) S&0 Vetores quaisquer do IR®, o nimero
real
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pn.v = XX + V1Yo + 212,
define o produto interno usual no IR®,

De forma anéloga, se p = (X1, X2, ..., Xn) € V.= (Y1, Y2, ..., Yn), 0 NUMero
real

L. V=Xiy1+ Xoyo,t ... + XpYn

define o poduto interno usual no IR"

2.1.1 - Problemas Resolvidos

1) Em relagdo ao produto interno usual do IR?, calcular p . v, sendo:
a) u=(-2,6)ev=(3,-4
b) u=(4,8)ev=(0,0)

Solucéo
a) u.v=-2(3)+6(-4)=-6-24=-30
b) n.v=4(0)+8(0)=0+0=0
2) Em relagdo ao produto interno p . v = 2x;Xz + 5y1Y,, calcular p . v parap = (2,1) e v = (3,
-2)

Solucéo
nw.v=2(2)(3)+5(1) (-2)=12-10=2
3) Sejam vy = (1, 2, -3), V2 = (3, -1, -1) e v, = (2, -2, 0) do IR®. Considerando esse espaco

munido do produto interno usual, determinar o vetor ptalque p =vi =4, pn.v, =6 ¢€
nvs= 2.

Solucéo
Se u=(x,Y, z), entdo:
xv,2).(1,2-3)=4

x,v,2).(3,-1,-1) =6
x,y,2).(2,-2,0)=2

——
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Efetuando os produtos internos indicados, obtém-se o sistema
x+2y—3z=4
3x—y—z =6
2x — 2y =2

cujasolugdo éx =3,y=2ez=1.Logo, u=(3, 2, 1).

2.2 - ESPACO VETORIAL EUCLIDIANO

Um espaco vetorial real, de dimensdo finita, no qual esta definido um produto
interno, € um espaco vetorial euclidiano. Neste capitulo serdo considerados somente espagos
vetoriais euclidianos.

2.3 - MODULO DE UM VETOR

Dado um vetor v de um espaco vetorial euclidiano V, chama-se médulo, norma ou
comprimento de v o numero real ndo-negativo, indicado por | v |, definido por:

lv] = (w.v)

Assim, se v = (xg, Y1 z1) for um vetor do IR com produto interno usual, tem-se:

lv| = \/(xl;Y1:Z1)- (X1, ¥1,21) = \/xf +yi +zf

Se|v|=1,istoé sev.v=1, o0 vetor véchamado vetor unitario. Dado um vetor nao-
nulov € V, o vetor

¢ um vetor unitario. De fato:

v v_v.v_lvlz_l
vl © vl w2 p|?

Portanto, % é unitario. Diz—se, nesse caso, que o vetor v foi normalizado.
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2.3.1 - Problemas Resolvidos

1) Dado o vetor v = (-2, 1, 2) e IR® calcular o médulo de v e normalizar v, considerando
que:
a) IR® estd munido do produto interno usual;
b) em IR? est4 definido o produto interno vy . Vo = 3X1Xo + 215 + 2125, sendo vi = (X1, Y1,

Z1) € V2 = (X2, Y2, Z2).

Solucéo
a) |v] =1(=2,1,2).(=2,1,2) = /(=2)2 + 12 + 22
=Vi+1+4=v9=3
b2l (212
vl 3 3’3’3

b) |v| =+(=2,1,2).(=2,1,2) = /3(=2)% + 2(1)2 + 22
=V12+2+4=+18
i_(—2,1,2)_<_2 1 2)
vl vi8  \ V18 V18 vis

E importante observar que o modulo de v depende do produto interno utilizado: se o
produto interno muda, o0 médulo se modifica. Por outro lado, os dois vetores % obtidos em a)

e b), a partir de v, sdo unitarios em relacdo ao respectivo produto interno.

2) Dado o espaco vetorial V = IR® munido do produto interno usual, calcular a componente
m do vetor v = (6, -3, m) de modo que |v| =7.

Solucéo

|v| =\/62 +(=3)2+m? =7

V36+9+m?2 =7
36+9+m? = 49
m? = 4
m=+2
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2.3.2 - Propriedades do Mdédulo de um Vetor

Seja V um espaco vetorial euclidiano.

) |v|>0,VVveVel]|v|=0se esomentese, v=0

Esta propriedade € uma conseqiiéncia de Pj.
I |av| = |a| |v[,vvV, Va € IR. De fato:

lav| = \/(av).(a'v) = \/az(v. v) = |a|Vv.v = |a| |v|
) |u.v| < |ul|v],vuv € V.De fato:

a) Sepu=00uv=0,valeaigualdade |u.v|=|u|l|v|=0
b) Se nem p nem v sdo nulos, para qualquer a.e IR, vale a desigualdade:
(w+ av) (u+ av) >0 pelo axioma P4
ou
poptp (o) +(av) . ut ol (v.v) 20
ou ainda

v +2(u.v)o+|pnl?=0

Tendo em vista que o primeiro membro dessa igualdade é um t.rinbmio do 2° grau em
a (|v|? > 0) que deve ser positivo ou nulo para qualquer valor de a, o discriminante do
trinbmio deve ser negativo ou nulo:

@u.v)* =4 <0
Au.v)*—4uf <0

(1 V)2 - W VP <0
mas

(. )= v
logo:

. vl < u| v

Essa desigualdade é conhecida com o nome de Desigualdade de Schwac ou Ineqaacéo de
Cauchy-Schwarz.

V) |p+v]| < |p|+ |v] Vu Ve V. Defato:

lu+v| ={@u+v) . (u+v)
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lu+v]=yu.u+ 2)w+v)+v.v
| +v P =[ul?+2(.v) + |v|?
mas,

pov s |povl<ful v

logo:
2 2 2
[p+v]” < ful+2|ullv]+]v]
ou,
2 2
[p +v|" <(lpl+]|v])
ou ainda

lw +v<lul+]v]

Essa desigualdade, denominada desigualdade triangular, vista no IR? ou no IR®, confirma a
propriedade geométrica segundo a qual, num tridngulo, a soma dos comprimentos de dois
lados é maior do que o comprimento do terceiro lado (Fig. 2.3.2).

N

B
Figura 2.3.2

A igualdade somente ocorre quando os dois vetoresp p e v sdo colineares.

2.4 - ANGULO DE DOIS VETORES

Dados dois vetores p e v ndo nulos, de um espaco vetorial V, a desigualdade de
Schwarz |p.v| < |u| |v|pode serescrita assim:

v
AL
lul v
ou
||M||v|
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0 que implica:

e BY

el vl T
Por esse motivo, pode-se dizer que a fragédo

U.v
lul vl

é igual ao co-seno de um angulo 6, denominado angulo dos vetores p e v:

2.4.1 - Problemas Resolvidos

Nos problemas 1 e 2, considerando o produto interno usual no IR® e no IR?
respectivamente, calcular o angulo entre os vetores dados em cada um deles.

1) u=@2.1,5)ev=(5072)

Solucéo
lu]= 22 +12 4+ (=5)2 =V4+1+25=+30
lv|=+/52+02+22=v25+0+4 =129
n.v=2(5)+10)-5()=10+0-10=0

u.v 0 _

) =O .'.9__
lullvl V30x+v29 2
2) u=(1,-1,23)ev=(20,1,-2)

cosf =

Solucéo

pov= 12+ (-1)2+22+32=V1+1+4+9 =115

lv|= 224024124+ (-2)2=V4+0+1+4=/9=3
pov=12)— 100 +2(1)+ 3(-2)=2-0+2-6= -2
w.v -2 2

= ~ 6 = arccos (——)
lul vl V15x3 3v15

cosf =

——
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3) Sendo V um espaco vetorial euclidiano e i, v € V, calcular o co-seno do angulo entre os
vetores jLe v, sabendo que || =3,|v|=7e |u+Vv]|=4+/5.

Solucéo

lu+ vl = J@u+v).(u+v)

lw+v|* = |ul* +2u.v+ [v|?
2

(4V5) =32 +2u.v+ 72

80=9+2u.V+49

2u.v=80-58

2u.v=22

p.v=11

cosf = —7 1 = 0,5238

(ulTvl 3x7 21
4) No espaco vetorial das matrizes quadradas V = M, dadas duas matrizes quaisquer

_Jaq bl] _ [az bz] ,
U= [61 d, ev= o dy , 0 numero real

w.v=aa + bib, + c1c, + dq1d,

define um produto interno em M.

Sabendo que: u = [_1 ﬂ e v= (1) i
calcular:
a) |lu+v]|

b) oénguloentrepuev
Solucéo

T L

lwl=Vo.w=y12+ 42+ 02+22=V1+16+0+ 4 =V21 = [u+v|

b) lul=vru=y12+ 22+ (-1)2+12=VI+4+1+1=+7
vl =vv.v=v02+ 22+ 124+ 12=V0+4+1+1=6
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n.v=10)+2(2)-1(1)+1(1)=0+4-1+1=4

U.v 4 4 4
~ O=arccos—

vl V7xve vaz Va2

cos 0=

2.5 - DISTANCIA ENTRE DOIS VETORES

Chama-se distancia entre dois vetores (ou pontos) p e v, 0 numero real, representado
por d (u,v), definido por:

d(uwv)=|p-vl

Se n = (X, Y1) e V = (X2, y») sd0 vetores (ou pontos) do IR? com produto interno
usual, tem-se:

d(EVv)=|p-v|=|(X—Xz y1—Y2) |
ou

d(u,v) = \/(x1 —x3)% + (y1 — y2)?

Exemplos

Calcular a distancia entre os vetores (ou pontos) u = (9,5) e v = (4,2).

Solucéo

d(uwv) = J(9—4)2+ (5—2)% = /52 + 32 =V25 + 9 = /34 = 5,83

2.6 - VETORES ORTOGONAIS

Dado um espaco vetorial euclidiano V, diz-se que dois vetores p e v de V sdo
ortogonais, e se representa por p L v, se, e somente se, p. v =0.

e O vetor 0 € V é ortogonal a qualquer vetorv eV:0.v=0

e Seplv,entdioap Lv,paratodoa € IR

e Sepplvepy, Lv,entdo (u+pp) Lv

( 1
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Exemplos

1) Osvetores p = (2,7) ev = (-7,2) de IR?, munido do produto interno usual, s&0
ortogonais. De fato:

LV=2(-7)+7(2)=-14+14=0

2) Osvetores p = (-3,2) e v = (4,3) sdo ortogonais no espaco vetorial V. =  IR?
em relacdo ao produto interno (X1, Y1) . (X2, Y2) = X1X2 + 2y1Y». De fato:

L.v=-34)+22)3)=-12+12=0

2.7 - CONJUNTO ORTOGONAL DE VETORES

Dado um espaco vetorial euclidiano V, diz-se que um conjunto de vetores {vy, Vva, ...,
Vn} <V é ortogonal, se dois vetores quaisquer, distintos, sdo ortogonais, isto é, v; v; = 0 para
i #J. Exemplo:

No IR, o conjunto {(I,2,-3), (3,0,1), (1,-5,-3)} €é ortogonal em relagdo ao produto
interno usual. De fato:

(1,2-3).(30,1) = 1(3)+2(0)-3(1) = 3+0-3=0
(1,2-3). (1,5-3) = 1(1)+2(-5)-3(-3) = 1-10+9=0
(3,0,1).(1,53) = 3(1)+0(-5)+1(-3) = 3+0-3=0

2.7.1 - Conjunto Ortogonal e Independéncia Linear

Um conjunto ortogonal de vetores ndo-nulos A = {vs, Vo, ..., V) de um espaco vetorial
euclidiano V é linearmente independente (LI). De fato efetuando, em ambos os membros da
igualdade

aivi+ avot ... +av, =0

0 produto interno por vy, vem:

(@vat+avot ... tagvy) . vi=0.vy;

——
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ou
ar(vi.vp)+..+ai(vi.vi)+...+a,(vh.vj)) =0

Tendo em vista que A ¢ ortogonal vj . vi =0 para j =1, e vi. vi # 0, pois v; # 0:
a1(0) +...+ az(vj . vi) +...+a, (0) =0,

ou
a1 (vi.vi)) =0,

0 queimplicaai=0parai=1,2,..,n. Logo, A={vi,Vvy, ..., Vq) é LI

2.8 - BASE ORTOGONAL

Uma base B = {vi, Vo, ..., V) de um espaco vetorial euclidiano V é ortogonal se os
seus vetores sdo dois a dois ortogonais.

Considerando o que foi visto no item anterior, se dim V = n, qualquer conjunto de n
vetores ndo-nulos e dois a dois ortogonais, constitui uma base ortogonal. O conjunto B =
{(1,2,-3), (3,0,1), (1,-5,-3)}, apresentado como exemplo em 2.7, é uma base ortogonal do IR®.

2.8.1 - Base Ortonormal

Uma base B = {vy, vy, ..., Vn} de um espaco vetorial euclidiano V é ortononnal se B é
ortogonal e todos 0s seus vetores sdo unitérios, isto é:

_{Oparai-#
Vi'YiT1parai=

Exemplos

1) As bases candnicas {(1, 0), (0,1)} do IR? {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} do IR*e {(I, 0, O
0),(0,1,0...,0) (0,0,0,...,1)} do IR" sdo bases ortonormais desses espacos em relacdo ao
produto interno usual.

2) A base B = {v1 = (g%) ) = (—%*/Z—g)} do IR? é ortonormal em relacdo ao produto
interno usual. De fato:

o1
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vl.vzz?3 (—%)4.%(@):__34__3:0

4
Ul.v1=ﬁ(ﬁ)+l(l)=_§+1=f =1
2 2 2 \2 4 4 4

o=t (-9 +E(E) = -3+ 1=d =

3) Uma base ortonormal sempre pode ser obtida de uma base ortogonal normalizando cada
um de seus vetores. Assim, da base ortogonal B = {v; = (1,2,-3), v2 = (3,0,1), v3 = (1,-5,-
3)} do IR?, relativamente ao produto interno usual, pode-se obter a base ortonormal B’ =

{1, p2, s}, sendo:

v (12-3)) 0 (@12-3) (1 2 -3
Ml T T2t o3 W1+4+9‘(M’M'm)

v, 301 (301 /3 1
M2_|V2|_\/32+02+12_\/9+0+1_(\/ﬁ'0'\/1_0)

vy (1,-5,-3) _(,-5-3) (1 -5 -3
BTl T Pt 52t (32 Vi+Z5+o (Jﬁ@@)

O leitor podera verificar que:

M1.M2=p1. pH3=p2.u3=0
M. M1 =H2. M2 = p3. pu3=1

2.8.2 - Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Dado um espago vetorial euclidiano V e uma base ndo ortogonal A = {vi, vy, ..., Vo}
desse espaco, é possivel, a partir dessa base, determinar uma base ortogonal B de V.

De fato, sabendo que vy, Vo, ..., V, N80 sdo ortogonais, considere-se

w1 =Vy (1)
(V2-ow1) . ®1=0
V2.0)1-OL(0)1.0)1):O

vy . W . i
o = =—= isto é,
wq . Wq

W2 =Vz - (vz. wl) ®1 (2)

w1 .01
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Assim, 0s vetores m; e o, SA0 ortogonais.

Considere-se 0 vetor ms; = V3- a2 m2- a; ®1 € determinem-se os valores de a,, e a; de maneira
que o vetor w3 Seja ortogonal aos vetores m; € wy:

{(Vg'az(l)z'al(l)l) . (1)120

(Vg'az(l)z'al(l)l) . (1)220

{v3. wq — az(a)z . (1)1) - al(a)l. (1)1) == 0
V3. Wy — az(a)z . a)z) - al(a)l. (Uz) = 0

Tendo em vista que o, . ®; . ®2 =0, vem:

{V3. w1 — aq ((Ul.a)l) =O
V3. Wy, — ay ((Uz.a)z):O

e
V3. W1 V3. W, ,
a, = ; a, = ,IStO e,
wWy. Wy Wy. Wy
_ V3.W, V3.1
Wy = V3 — (w ) Wy — W1 ©)
2.y wq.Wq

Assim, 0s vetores o1, ®, € m3 S80 ortogonais. Procedendo-se de modo anélogo, obtém-
se 0s demais vetores ortogonais da base B sendo

_ V. wi—1 Vi .Wi—p Vi.Wij—3
on = vy (2 o (B Y, (B o, @

Wi—1 . Wj—1 Wi—p . Wi—2 Wi-3 .Wi-3

a formula que permite calcular qualquer vetor w; € B, i variando de 1 a n. Assinale-se que,
em, se i = 3, se obtém (3); se i = 2 se obtém (2) e se i = 1, se obtém (1).

Assim, a partir da base ndo ortogonal A = {v1, v», ..., vn} se obteve a base ortogonal B = {®;,
®2, ..., O}, COMO Se desejava.

O processo que permite a determinacdo de uma base ortogonal B a partir de uma base
qualquer A chama-se processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.

* Se sé desejar uma base ortonormal C = {u, pa, ..., un} basta normalizar cada vetor w; de B.
Assim, fazendo y; = —&, tem-se a base C que é uma base ortonormal obtida por meio da base

|l

ortogonal B, a partir da base inicial ndo-ortogonal A.
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Exemplos

Dada a base ndo-ortogonal, em relagdo ao produto interno usual, A = {v; =
(1,1,1), v.=(0,1,1), v3=(0,0,1)},

determinar:

a) uma base ortogonal B = {®1, ®,, w3} pelo processo de ortogonalizacdo de
Gram-Schmidt;
b) uma base ortonormal C = {j, u2, ps } normalizando cada vetor o; de B.

Solucéo

a) substituindo em (4), sucessivamente, i por 1, i por 2 e i por 3, pode-se escrever

al)el=vl=(111)
_ Vy . .WwW1q
a2) w2 =V2 - (m) wq
v (0,4,1).(1,41) 0+1+1 2
0.0 (1,1,1).(1,1,1)  1+1+1 3
2 2 2)

2
—f_a1in=(£%<
@1 SR (3’3’3

Vy.

0.

3
222
wz = (01111) - (5:515)

_ ( 21 1)
“2= 733’3

— _ V3. W3 _ V3 .W1
a3) (,()3 - v3 (wz -wz) W2 (w1 . wl) @1
211
V3- @z _ (0:0:1)-(—§,§,§) _
wypwy (_211yc 211
( 3'3'3)'( 3'3'3)
1 1 1
4 1 1 6 2 2
gtgty g9 3
V3. 1(211)_(211)
w0, 2 2\ 3’3’3/ \ 6’6’6
v'a) Y . ) + +
;00 (001).(1,1,1) 0+0+1 1

0.0 (1,1,1).(1,1,1)  1+1+1 3

173.&)1 _ _1 _ (1 1 1)
(a)l.a)l) =or=3 ALY = (3,33
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A base B = {w1 =(1,1,1),w, = (‘%%i)‘“s = (0—%%)} é base ortogonal obtida a
partir da base n&o ortogonal A.

w, (111 (1,11) (1 1 1)

P = T Vererr . v BB
02) = 22 = (555 _ (55
R S RORCN e
_(383) _ (-211
T TV 6)
3
oy O3 ()
|lws] \/Oz+(_1)2+(1 2 \/0+1+1
2 2 4 4
(0%’%) =(0— 1 1
e ‘( \/E’\/E)
2
A base

¢ base ortonormal. De fato:

Mi.H1= 2. 2= ps. pg=1
Mi.H2= 1. p3=p2. pg=0
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2.8.3 - Problemas Resolvidos

1) Calcular o valor de k para que os vetores p = (5, k, -3) e v = (k, 1, 2) sejam ortogonais em
relagdo ao produto interno usual do IR,
Solucéo

p.v=0
(5,k -3).(k,1,2) =0
5k+1k—-6 =0
6k =6
k=1

2) Dados V = IR? e o produto interno (X1, Y1) . (X2, Y2) = 2X1X» + 3y1Y», calcular um vetor
unitario simultaneamente ortogonal aos vetores p = (1, 2) e v = (2,4).
Solucéo
Sejamo = (X, y)talque ® L pe o Lv,isto é:

{a).,u =0 o {(x,y). (1,2)=0
w.u=0 (x,v).(24) =0

Com o produto interno dado obtém-se o sistema

{2x+6y =0
4x+12y =0

cuja solugdo é x = -3y.
Logo, ® = (-3y,y) =y(-3,1) paray € IR

Portanto, existem infinitos vetores simultaneamente ortogonais a p e v, porém todos
multiplos de (-3, 1). Paray = 1, por exemplo, obtém-sem o3 = (-3, 1) que, normalizado, fica:

Cwp (531) (3D (3D _(_3'1)_(_i L)
"o f2(=3)2+3(D)2 VI8+3 VI8+3 V21 \ V21421

Assim, o vetor s; & um vetor unitario simultaneamente ortogonal aos vetores p e v, em

relacdo ao produto interno dado.

3) O conjunto B = {(1, -1), (2, m)} é uma base ortogonal do IR? em relagdo ao produto
interno (X1, y1) . (X, ¥2) 2X1X2 + Y1Ya.
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a) Calcular o valor de m.

b) Determinar, a partir de B, uma base ortonormal.

Solucéo
a) Tendo em vista que B € ortogonal, tem-se:
1,-1).(2,m) =0
2(1)(2)-1(m)=0
4-m=0

m=4

b) Normalizando cada vetor de B = {(l,-1), (2,4)} segundo o produto interno dado, vem:

-y G-y @-D
YA DD VZr 1 VIRl
_&D_ (2 o)
Vi \W3'v3
(2,4) 24 @4

b D Gd J2 ) VBF16

_@_@_(Li)
Vi 26 \VE'Ve

Logo, B” = {1, p2} é uma base ortonormal do IR? em relagéo ao produto interno dado.

2.9 - Problemas Propostos

Nos problemas 1 a 4, considerando o0s vetores vi = (X1, Y1) € V2 = (X, Y2) do espaco
vetorial V = IR?, verificar quais das fungdes f : V x V — IR, definidas em cada um deles, sdo

produtos internos em V.
1) f(vy, Vo) = X1Xo + X1Y2 + XoY1 + 2y1Yo
2) f(vy, v2) = X1Xo + Y1Y2
3) f(vi, Vo) =x2x; + y,1¥5

4) (v, Vo) =XXo+y1yo + 1
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Nos problemas 5 a 8, considerando os vetores vi = (X1, Y1, Z1) € V2, = (X2, Y2, Z2) dO
espaco Vvetorial V = IR®, verificar quais das funcdes f: V x V — IR, definidas em cada um
deles, séo produtos internos em V. Para aquelas que ndo sdo produto interno, citar os axiomas
gue nao se verificam:

5) f (Vj_, V2) = X1 Xo + 3y1y2
6) f (Vj_, V2) = 3X1Xo + 5y1y2 + 2212,
7) f(v1, Vo) = 2x2y2 + 3x2y2 + 72z,

8) f (v1, V2) = X1Xo + V1Yo + 212 — XoY1 — X1Y2

Nos problemas 9 e 10, considerando os vetores i = (X1, Y1) € V = (X2, ¥2), calcular os
produtos internos indicados em cada um deles.

9) WH.V=XiX2t+ V1Yo para p=(1,-1) e v=(7,4)
10) p.v=3x1xp +4y1y, para pn=(2,3) e v=(-5,3)

Nos problemas 11 e 12, considerando os vetoresu p = (X1, Y1 Z1) € V = (X2, Y2 Z2),
calcular os produtos internos indicados em cada um deles.

11) u.V=X1Xo + V1Yo + 212 para un=(6,4-2) e v=(23-5
12) w.v=4x1xp + 2y1y, + 622,  para u=(11.1) e v=(1,0,1)

Nos problemas 13 e 14, calcular o médulo dos vetores v e IR*e v e IR®*em relacdo ao
produto interno usual.

13) u=(4,7)

14)v=(1,2,3)

Nos problemas 15 e 16, calcular o médulo de cada um dos vetores do IR®, em relagdo
ao produto interno vy . Vo = 4X1Xo + 2y1Y» + 2125, sendo vy = (Xq, Y1 Z1) € Vo = (X2, Yo, Z2).

15) v = (3,-1,4)

16) u=(-2, -5, -7)

17) Normalizar cada um dos vetores dos problemas 13 a 16.

Nos problemas 18 a 20, calcular a distancia entre os vetores dados em cada um deles.

18) u=(5,6) e v=(-10,7)

19) u=(-3,1,9)ev=(8, 14, 6)

20)u=(4,1,79)ev=(2 -3, -5 -11)
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Nos problemas 21 a 24, considerando o produto interno usual no IR? no IR® e no IR?,
calcular o angulo entre os pares de vetores dados em cada um deles.

21) p=(10,-3) e v=(3,10)

2

2u=(9E ¢ v=(2.5)

23)u=(3,1,-7 ev=(0,1,3)
24)u=(1,2,-1,-2) e v=(0,1,-1,-2)
25) Dadas duas matrizes quaisquer
o=@l e o=l dl
do espago vetorial V = M, munido do produto interno p . v = aja; + biby + ¢i¢, + didy, €
dados os vetores

w=15 5l e v=[i 5

calcular:
a) |p+vl
b) d(w V) =lu—vl|
c) oanguloentre pev.

26) Considerar, no IR®, o produto interno usual e calcular os valores de m para os
quais o0s vetores e v sdo ortogonais:

aQ u=0@Bm,2,-m) e v=(4,15)
b) u=(0, m-1,4) e v=(5 m-1,-1)

27) Calcular um vetor v sirnultaneamente ortogonal aos vetores vi = (1, 1, 2), v. = (5,
1,3) e vs= (2, -2, -3) do espaco vetorial V = IR® em relacéo ao produto interno usual.

28) Calcular um vetor unitario p simultaneamente ortogonal aos vetores v, = (1, -1,
2) e v,=(2, 1, 0) do espaco vetorial V = IR® em relagdo ao produto interno:

(X1, Y1, Z1) (X2, Y2, Z2) = 2X1X2 + Y1Y2 + 42125

29) Dado o espaco vetorial V = M,, munido do produto interno definido no problema
25, calcular x de modo que

w=ls Yev=[ 2

sejam ortogonais.

59

——
| —



ESPACOS VETORIAIS EUCLIDIANOS — Capitulo 2

30) SendoV = IR*, munido do produto interno usual, determinar um vetor néo-nulo v
e IR* simultaneamente ortogonal av, = (1, 1, 1, -1), v = (1,2,0,1) e vs= (-4, 1, 5,2).

31) O conjunto B = {(2, -1), (k, 1)} é uma base ortogonal do IR? em relacio ao
produto interno:

(X1, Y1) - (X2, Y2) = 2X1X2 + X1Y2 + XoY1 + Y1Y52
Calcular o valor de k e obter, a partir de B, uma base B ortonormal.

Nos problemas 32 a 34, é dada, em cada um deles, uma base ndo-ortogonal A, em
relacdo ao produto interno usual. Determinar, a partir de A:

a) uma base ortogonal B, utilizando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt;

b) uma base ortonormal C, normalizando cada vetor de B.

32)A={vi=(3,4),v.=(1,2)}

33)A={v1=(1,0,0),v>=(0,1,1),v3=(0,1,2)

34)A={v;=(1,0,1),v,=(1,0-1)}v3=(0,3,4)}

2.9.1 - Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos

1) E produto interno.

2) Naoé.

3) Néoé

4) Nao é.

5) Nao é. Ndo se verifica 0 axioma Pg.

6) E.

7) Nao é. Nao se verificam os axiomas P e Ps.

8) E.

9) a 12) Roteiro: Esses problemas sdo resolvidos de modo andlogo ao dos problemas
le?2, item2.1.1.

13 e 14) Roteiro: Esses problemas séo resolvidos de modo analogo ao do problema 1,
alinea a), 1? parte, item 2.3.1.

15 e 16) Roteiro: Esses problemas sdo resolvidos de modo analogo ao do problema 1,
alinea b), 12 parte, item 2.3.1.

17) Roteiro: Esse problema é resolvido de modo anélogo ao do problema 1, alineas a)
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e b), 22 parte, item 2.3.1.

18 a 20) Roteiro: Esses problemas sdo resolvidos de modo anélogo ao do Exemplo do
item 2.5.

21 a 24) Roteiro: Esses problemas sdo resolvidos de modo analogo ao dos problemas
le?2, item2.4.

25) Roteiro: Esse problema é resolvido de modo anélogo ao do problema 4, item 2.4.

26)a) m = %; by m=3o0u-—-1

27)v=a(1,7,-4),ae IR

— (28 _1
28) u= (9’9’ 6)
29)x =4
30) uma solucédo v =(9, -8, 6, 7)

k== e 8 ={z% (% 3)
32) a) B = {o1 = (3,4), 02 = (-4, 3)}
0 =fuu=(9. w=(-3)
33)a) B={01=(1,0,0), »2=(0,1,1), @3=(0,-1, 1)
) € = {1 = (1,00, = (0,55, 5) ks = (0.5.5))

34)a)B={01=(1,0,1), ®2=(1,0,-1), ©3=(0, 1,0)}

1

) € = {s = (35.05) 1= (7 0.7): 1 = 010

——
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Capitulo 3

TRANSFORMACOES LINEARES

3.1 - FUNCOES VETORIAIS

Neste Capitulo sera estudado um tipo especial de funcdo (ou aplicacdo) onde o
dominio e o contradominio sdo espacos vetoriais reais. Assim, tanto a variavel independente
como a variavel dependente sdo vetores, razdo pela qual essas fung¢bes sdo chamadas funcdes
vetoriais ou tranformagdes vetoriais.

Para dizer que f € uma transformacdo do espaco vetorial V no espaco vetorial W,
escreve-se f: V — W. Sendo f uma funcéo, cada vetor v e V tem um s vetor imagem o €
W, que serd indicado por o = f (v).

Exemplo

Uma transformacéo f: IR?> » IR®associa vetores v = (X, y) e IR?com vetores o
= (a, b, ¢) e IR*(Fig. 3.1).

Se a lei que define f é tal que

a=3x,b=-2ye C=X-Y,
a imagem de cada vetor (X, y) sera representada por

f (X1 y) = (3X! '2y1 X'y)'

YA y

Z
h

(a,b, c)

Figura 3.1

No caso de ser ti = (X, y) = (2, 1), tem-se:

o =f(2,1) = (3(2), -2(1), 2-1) = (6, -2, 1)

——
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3.2 - TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam V e W espacos vetoriais. Uma aplicacdo f: V — W é chamada transformagéo
linear de Vem W, se

) flutv)=f(u)+f(v)
1) f(ap) = af (),
para¥V p,ve VeV a e IR.

Observe-se que, em I, p + v € V, enquanto f (u) + f (v) € W. Do mesmo modo, em Il, ap €
Ve aof () € W (Fig. 3.2.a).

« Uma transformacdo linear de V em V (é o caso de V = W) é chamada operador
linear sobre V.

Figura 3.2.a

Exemplo

1) fIRRS IR f (xy) = (3x,-2y, X - ¥) é linear. De fato, se pp = (X1,y1) €V =
(X2, ¥2) séo vetores genéricos do IR*, tem-se:
D flu+v) = f(xat+Xzyity)
= (B(X1+X2), -2 (Y1 +Y2), (X1 +X2) - (Y1 + Y2))
= (3Xy+ 3X2, - 2y1- 2Yo, X1+ X2- Y1— Y2)
= (3Xq, - 2Y1, X1- Y1) + (3X2, - 2Y2, X2- V)
=f(u) +f (v).

I1) Paratodo a € IR, tem-se:
f (O(].L) =f (OLXl, (Xyl)

= (3 oXy,- 201y, X - Oy1)

——
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2)

3)

4)

= o (3X1, -2y1, X1 - Y1)
= af (u).

f:IR-> IR

X —> 3 xouf(x)=3x e linear. De fato, se p = X; € v = X, Sd0 vetores
quaisquer de IR (os vetores, nesse caso, sd0 nimeros reais), tem-se:

) f(utv) = f(Xg+x)
= 3(X1 + X2)
=3 X1 +3X2
=f(u) +f(v).

) f(op) = f(oxi)
= 3aX;
=a (3x1)
=af(w.

A transformacédo identidade

I: Vo>V

v —>voul(v)é linear. De fato:
D T+v)=p+v=1()+1()
1) 1 (oap)=op=al(w

A transformacdo nula (ou zero)

f:V > W, f(v) =0 ¢ linear (Fig. 3.2.b) De fato:
) flp+v)=0=0+0=1F(n)+f(v)
) fon)=0=a0=af (u
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Figura 3.2.b

5)  Seja A uma matriz de ordem 3 x 2. Essa matriz determina a transformacéo
fa: IR> > AR®
v — Avoufa (v) = Avque é linear. De fato:
) fa(u+V) =A@+V) = Ap+ A = fa) + fa (V)
1) fa(ap) = A (ap) = a (Ap) = ofa (1)

Se, por exemplo, se tiver

2 -1
Az =13 4] e v = (X, y) for considerado um vetor-coluna
5 0
X
Ve = [y]
0 produto Av é
2 -1 2x — y
3 4 y| = 3x + 4y
5 0 5x
e, portanto,

fa (X, y) = (2x - y, 3x + 4y, 5x),
0 que significa que a matriz A2 determinou a transformagéo do vetor v = (X,
y) € IR? no vetor ® = (2x - y, 3x + 4y, 5x) e IR®, transformagdo essa que é
linear.
o De forma genérica, toda matriz Am n determina a transformacao linear

fAI IR" — IR™

onde a imagem fa (v) é 0 produto da matriz Am,ny pelo vetor-coluna v, 1y:
A, n X V(n,1) = (AV)m,) = fa (V).
Uma transformacao linear desse tipo chama-se multiplicacéo por A.

——
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e Em 3.6 se vera o inverso, isto €, toda transformacdo linear f: IR" - IR"™
pode ser representada por uma matriz de ordem m X n.

6) A transformacdo f: IR> > IR?, f(x, y) = (x4 3y) ndo é linear. De fato, se pt
= (X1, Y1) € V= (X, Y2) S&0 vetores quaisquer do IR?, tem-se:
f(p+v) = f(xe+ Xz, Yo+ ¥2) = (Xa + X2), 3 (Y1 + ¥2)) =
= (x2 + 2x1x, + x2, 3y, + 3y,

enquanto,

f() + f(v) = (x{, 3y1) + (x3, 3y2) = ((x{ + x5, 3y1 + 3y),
isto &, f (u+v) = f () + f (v).

3.2.1 - Interpretacdo Geométrica

Uma interpretacdo geométrica do significado de uma transformacéo linear pode ser
dada considerando, por exemplo, o operador linear

f: IR? > IR? f (x,y) = (-3x +y, 2x + 3y)
Sepn=(11)ev=(0,1),tem-sef(n)=(4, 1) ef(v)=(1,3).

A Fig. 3.2.1.a mostra que, sendo p + v a diagonal do paralelogramo determinado por
u e v, sua imagem f (u + v) representa a diagonal do paralelogramo determinado por f (u) e f
(v), isto é ,f (u +v) =f(u) + f(v). Diz-se, nesse caso, que f preserva a adi¢cdo de vetores.

YA
by
y . f(fl )
3|
i B _L_
u:--‘f‘-m 1
=4 0\’ >x 0 »X

Figura 3.2.1.a

A Fig. 3.2.1 b mostra que, ao se multiplicar o vetor p por 2, por exemplo, sua imagem
f (u) também fica multiplicada por 2. Esse fato vale para qualquer o real, isto €, f (ap) =

( 1
| %6 )
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of(n). Diz-se, nesse caso, que f preserva a multiplicacdo de um vetor por um escalar.

YA

A
(2
2p 45 7 Y {('M)
AN —— £() :
i w - %1 e e Raming & Simiae : !
T E ’ - T T : E : t t }
2 1 0 A 0 1 4 8

Figura 3.2.1.b

3.2.2 - Propriedades das Transformacdes Lineares

) Sef:V — W é uma transformacéo linear, a imagem do vetor 0 € V é o vetor 0 € W.
Esta propriedade decorre da condicdo Il da definicdo, em 3.2, de transformacéo linear,
para o =0:

f(0)=f(Ov)=0f(v)=0
» Nos exemplos 1 e 2, de 3.2, verifica-se que
f(0,0)=(0,0,00ef(0)=0

e, em ambos 0s casos, as transformacdes sdo lineares. Entretanto, no exemplo 6 do mesmo
item, embora f (0, 0) = (0, 0), a transformacao ndo € linear. Esses exemplos mostram que se f:
V — W é linear, entdo f (0) = 0, mas a reciproca ndo é verdadeira, isto é, pode existir
transformacdo com f (0) = 0 e f ndo ser linear. Uma conclusdo, pois, se impde: se f(0) = 0, a
transformacao n&o é linear. E o caso, por exemplo, da transformag&o:

fIR® > IR? f(x,y,2z) = (2x + 3, 3x + 42)
que ndo é linear porque:
f (0, 0,0) = (3,0) = 0.
I) SefV — W é uma transformac&o linear, tem-se:
f(agva + axvp) = ap f(vy) + ax f(vo)
paraV vy, i; € VeV ay, a € IR, isto €, aimagem de uma combinacdo linear dos vetores v; e

Vv, € uma combinacdo linear das imagens f (v1) e f (vo) com os mesmos coeficientes a; e a,.
Este fato vale de modo geral:
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f(avy+ ... +apvy) = as f (vy) + ... + apf(vy)
Se B ={va,...,, o} € uma base de V, paratodo v €V, Jay, ..., a, € IR, tal que
V=avy + ... +agv,
e, portanto,
f(v)=ap f(v) +..+a, f(vp),
isto é, dado v € V, o vetor f (v) estard determinado se forem conhecidas as imagens dos

vetores de B. Em outras palavras, sempre que forem dados f (v1), ..., f (vn), onde {vi, ...,vn} €
base do dominio V, a transformacéo linear f esta perfeitamente definida.

3.2.3 - Problemas Resolvidos

1) Sejaf: IR® - IR? uma transformacéo linear e

B={v.=(0,1,0),v.=(1,0,1),vs=(1, 1, 0)}
uma base do IR®. Sabendo que f(v1) = (1, -2), f(v2) = (3,1) e f(v3) = (0, 2) determinar:

a) £(5,3,-2)
b) f(x,y,2)
Solucéo
a) Expressando o vetor (5, 3, -2) como combinacdo linear dos vetores da base, vem:

(5,3,-2)=a;(0,1,0) +a, (1,0, 1) +a3(1, 1, 0)

ou
a2+a3 = 5
a;+ a = 3
a, =-2

sistema cuja solucéo é: a; = -4, a,=-2 e az3= 7. Entdo,
(5, 3,-2) =-4vy- 2v, + Tv3
Aplicando f, vem:
f(5,3,-2) =-41(vq1)-2f (vo) + 7 f (v3)
=-4(1,-2)-2(3,1) + 7(0, 2)
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= (-4,8) + (-6,-2) + (0, 14)
= (-10, 20)

b) Procedendo do mesmo modo com o vetor genérico (X, y, z), tem-se:
X, y,2)=a(0,1,0) +2a,(1,0,1) +az(1, 1,0)

ou
a2+a3 =X
a+ a =y
az =2Z,

sistema cuja solucéo é: a;=-x +y +2z,a, =z e az=X - Z. Entdo,
X, ¥,2) = (-X+y+2z)vi+ 2V + (X-2) V3.
Aplicando a f, vem:

f(xy,2) = (x+y+2z)f(ve) +zf(v2) + (x-2)F(vs)
= (-x+y+2)(1,-2)+z(3,1) + (x-2) (0,2)
= (-Xx+y+2z 2x-2y-22)+(3z,2) +(0,2x - 22)
= (-x+y+4z,4x - 2y - 32)

2) Um operador linear f: IR? — IR? é definido por f (1,0) = (2, -3) e f (0, 1) = (-4, 1).

Determinar f (x, y).

Solucéo

Observando que {(1, 0), (0, 1)} é a base candnica do IR?e que
xy) x(1,0)+ y (0, 1), vem:

f(x,y) x f(1,0) + yf(0,1)

X (2,-3) +y (-4, 1)

(2%, -3x) + (-4y, y)

(2x -4y, -3x +Y)

3) Sejaf:V — W uma transformacéo linear. Mostrar que:

a) f(-v) =-f(v)
b) f(u-v) = f(u) -f(v)
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Solug&o
a) F(v)=f(-)v)=-1f()=-f()
b) fu-v)=Ff(u+Dv)=Ff(w)+-f(v)=F()-f ()
4) Seja o operador linear no IR® definido por:
f(X,y,2) = (X + 2y + 22, X + 2y - Z,-X + Y + 42).

a) Determinar o vetor p e IR%tal que f (u) = (-1,8, -11)

b) Determinar o vetor v  IRtal que f(v) = v

Solucéo

a) Sendo f(u) = (-1,8,-11), isto &,
(X+2y+2z,x+2y-2z,-x+y+4z)=(-1, 8, -11), tem-se:

x+2y+2z= -1
X+2y—z= 8
—x+y+4z=-11,

sistema cuja solucdo é: x =1,y=2ez=-3.
Logo, n = (1, 2, -3).

b) Sendov=(x,y,2)ef(v)=vouf(x,y,z)=(X,Y, z), tem-se:
(x+2y+2z,x+2y-z,-x+y+4z)=(X,Y, 2)

ou
X+2y+2z=x
xX+2y—z=y
—x+y+tdz=1z

sistema cuja solucéo geral é: x =2z ey = -z

Assim, existem infinitos vetores v e IR® tais que f (v) = v e todos da forma v = (2z,-z,
z)ouv=2z(2-1,1),z e IR.
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3.3 - NUCLEO DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Chama-se nucleo de uma transformacéo linear f: V— W ao conjunto de todos os
vetores v € V que sdo transformados em 0 € W. Indica-se esse conjunto por N(f) ou ker(f):
N(f) = {v eVIf (v) = 0}

A Figura 3.3 mostra que N(f)  V e todos seus vetores tém uma Unica imagem que é o
vetor zero de W.

Observe o leitor que N(f) # &, pois 0 € N(f) uma vez que f (0) = 0.

Exemplo

1) O nucleo da transformacao linear

f: IR? > IR?, f (X,y) = (X - 2y, X + 3y)

Figura 3.3

é o0 conjunto
N (f) = {(x, y) € IR?/f (x,y) = (0, 0)}, isto é
(x-2y, x + 3y) = (0,0)
ou

{x—2y=0
x+3y=0"

sistema cuja solucdo é x =y = 0.
Logo, N(f) = {(0,0)}.

2)  Seja atransformacao linear

f: IR* > IR f (X,y,2) = (X-y + 4z, 3x + y + 82)

Por definicdo, N(f) = {(x, y, z) € IR*/f (X, y, z) = (0, 0)}, isto &, um vetor (X, y,
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z) € N (f) se, e somente se,
(x-y+4z,3x+y+8z) =(0,0)
ou

{x—y+4z=0
3x+y+8z=0

sistema cuja solugdo é: x =-3zey =2z.
Logo,

N ={(-3z2,2,2) e IR*/ze IR} ={z(-31,1) / z € IR}
ou

N (f) = [(-3.1, 1]

3.4 - IMAGEM DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Chama-se imagem de uma transformagcé&o linear f: V — W ao conjunto dos vetores o
€ W que sdo imagens de vetores v € V. Indica-se esse conjunto por Im(f) ou f(V):

Im(f) = {o € W/f(v) = ® paraalgumv € V}.

A Figura 3.4.a apresenta o conjunto Im (f) « W e também o nucleo de f.

f
S —

e
>—({

Figura 3.4.a

Observe-se que Im (f) = 0, pois 0 = f(0) € Im (f).

Se Im(f) = W, f diz-se sobrejetora, isto é, para todo » € W, existe pelo menos um v
e V tal que f(v) = o.
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Exemplo

1) Sejaf: IR > IR? f(x,y,z) = (x, , 0) a projecdo ortogonal do IR® sobre o
plano x 0 y. A imagem de f é o proprio plano x 0y (Fig. 3.4.b):

Im(f) = {(x,y,0) € IR*/ x, y € IR}
Observe-se que o nucleo de f é o eixo dos z:
N(f) ={(0,0,2) / z € IR}.

pois f (0, 0, z) = (0, 0, 0) paratodo z €IR.

<)

>y

Jv)=(x,y, 0)

Figura 3.4.b

2)  Aimagem da transformacdo identidade I: V — V, definida por I(v) = v, V
v e V, é todo espago V. O nucleo, nesse caso, é N(f) = {0}.

3) A imagem da transformacdo nula f: V — W, com f(v) =0, Vv e V, é 0
conjunto Im (f) = {0}. O nucleo, nesse caso, é todo o espago V.
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3.5 - PROPRIEDADES DO NUCLEO E DA IMAGEM

1) O nucleo de uma transformacdo linear f: V — W € um subespaco vetorial de V. De fato,
sejam v e Vv, vetores pertencentes ao N(f) e o um namero real qualquer. Entéo, f(v1) = 0,

f(v) = 0 e:

) flvi+vy)=f(vy) +f(v))=0+0=0,
isto €, vi + v2 € N(f)

) f(avi) = af(v)) = 0 =0,

isto €, a vi € N(f)

2) A imagem de uma transformacdo linear f: V — W é um subespaco vetorial de W. De
fato:

Sejam o e o, vetores pertencentes a Im (f) e o« um namero real qualquer. A propriedade fica
demonstrada se se provar que:

) o1+ o elIm(f)
) oo e Im(f),
isto €, deve-se mostrar que existem vetores v e p pertencentes a V, tais que
f(v) = o1 + o2 e f(u) = ams.
Como w1, o, € Im (f), existem vetores vy, v, € V tais que f(vi) = o1 e f (Vo) = w,. Fazendo

V=V +Vyepu=ayvg, tem-se:

f(v) = f(vi+ v2) = f(vy) +f(v2) = 01 + o

f(u) = f(awva) = af(vi) = ooy
Portanto, Im (f) € um subespago vetorial de W.

3) Se V é um espaco vetorial da dimenséo finita e f: V — W uma transformacéo linear, dim
N(f) + dim Im(f) = dim V.

A propriedade ndo serd demonstrada, mas comprovada por meio de problemas a
serem resolvidos em 3.5.1 e dos exemplos dados em 3.4:

a) no exemplo 1, o nlcleo (eixo dos z) tem dimensdo 1 e a imagem (plano x 0 y) tem
dimens&o 2, enquanto o dominio IR® tem dimenséo 3;
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b) no exemplo 2 da transformacéo identidade, tem-se dim N(f) = 0. Consequientemente,
dim Irn (f) = dim V, pois Im (f) = V;

c) no exemplo 3 da transformacdo nula, tem-se dim Im (f) = 0. Portanto, dim N (f) = dim
V, pois N (f) = V.

3.5.1 - Problemas Resolvidos

1) Dado o operador linear

IR > IR f(X,y,2) = (X + 2y - 2,y + 22, X + 3y + 2),

a) determinar o ndcleo de f, a dimensdo do nucleo e uma de suas bases;
b) determinar a imagem de f, a dimens&o da imagem e uma de suas bases;
c) verificar a propriedade da dimensao (propriedade 3 de 3.5).

Solucéo
a) N () ={(x,y, 2) € IR®/f(x, y, z) = (0,0,0)}
De
(x+2y-z,y+2z,x+3y+2) =(0,0,0), vem
x+2y—2z=0
y+2z=0
x+3y+z=0

sistema cuja solugdo é x 5z, y = -2z ou (5z, - 2z, ), z € IR, logo:
N(f) ={(5z,-22,2),z€ IR}={z (5,-2,1)/ z € IR} = [(5, -2, 1)]

ap) A Unica variavel livre é z. Portanto:
dimN @ =1 1)
ag) Fazendo, em z (5, -2, 1), z = 1, obtém-se o vetor v = (5, -2, 1) e {(5, -2, I)} ¢ uma

base de N(f).
b,) Im (f) = {(a, b, ¢) € IR*/f (x,y,z) = (a, b, )}, isto &,

(a, b, ¢) e Im (f) se existe (x, Y, z) e IR® tal que
(x+2y-z,y+2z,x+3y+2z)=(a b, c)

ou
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xX+2y—z=a

y+2z=5»b

x+3y+2z=c,
sistema que s6 admite solucdo se a + b - ¢ = 0 (ver prob.3, item A. 40.1, APENDICE)

Logo, Im(f) = {(a,b.c) e IR”®*/a+b-c=0}

b,) Como sdo duas as variaveis liviesema+b-c=0

(c=a+ b, por exemplo), tem-se:

dimIm (f)=2 (2)

bs) Fazendoemc=a+ b,

a=leb=0,vem:c=1 Sovi=(4,0,0),

a=0eb=1vem:c=1 S ve=(0,1,1),
oconjunto {vi=(1, 0, 1), vo= (0, 1, 1)} é uma base de Im(f).

c) A propriedade da dimenséo afirma que
dim N(f) + dim Im(f) = dim IR® (V = IR?, no caso) 3)

dimIR®=3 (4)
Substituindo (1), (2) e (4) em (3), verifica-se que
1+2=3.
2) Verificar se o vetor (5, 3) pertence ao conjunto Im (f), sendo
F: IR? > 1R? f (X, y) = (X - 2y, 2x + 13y)
Solugéo
Para que o vetor (5, 3) e Im (f) é necessario que exista (x, y) e IR tal que
f(x,y) = (x-2y, 2x + 3y) = (5,3)
Ou que o sistema

{x—2y=5
2x+3y =3

tenha solucéo. Ora, como o sistema tem solucdo (x =3 ey =-1), (5,3) € Im (f).
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3.6 - MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Sejam f: V — W uma transformacdo linear, A uma base de V e B uma base de W.
Sem prejuizo da generalizacdo, sera considerado o caso em que dim V =2 e dim W = 3.
Sejam A = {v1,v» } e B = {m1, ®2, ®3} bases de V e W, respectivamente. Um vetor v e V
pode ser expresso por
V = X1Vp + XoV2 ou Va = (X1,X2)

e a imagen f (v) por
f(v) = yro1 + Yooz + Y30z 0u f(V)g = (Y1, Y2, ¥a) 1)

Por outro lado:

f(v) = f (Xqv1 + XaV2) = X1 f(va) + Xof(v2) (2)
Sendo f (v1) e f (v2) vetores de W, eles serdo combinacdes lineares dos vetores de B:

f(v1) = a1 o1 + 82102 + 831003 3)

f(v2) = a12 01 + @227 + A32003 (4)

Substituindo (3) e (4) em (2), vem

f(v) = X1 (a2 01 + 82102 + 83103) + X2 (812 01 + A2 + A3203)

ou

f(v) = (a12X1 + @12X2) ©1 + (821X1 + 822X2) @2 + (831X1 + 832X2) O3 (5)

Comparando (5) com (1), conclui-se que:
Y1 = a11X1 + aX
Y2 = az1X1 + azXo

Y3 = az1Xy + azXo

ou, na forma matricial

V1 a1 Aaq X

1
Y2l = |21 Q22 [xz]
Y3 asz; dsz

ou, ainda, simbolicamente

f(V) B = TVA
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sendo a matriz

a1 Aag
T =1Az1 QA
aszy dsp

denominada matriz de f em relacéo as bases A e B. Essa matriz T é, na verdade, um operador
que transforma va (componentes de um vetor v na base A) em f (v)g (componentes da imagem
de v na base B).

e A matriz T € de ordem 3 x 2 sempre que dimV = 2 e dirnW = 3. Se a
transformagcéo linear f: V. — W tivesse dim V = n e dim W = m, T seria uma
matriz de ordem m x n.

e As colunas da matriz T sdo as componentes das imagens dos vetores v; e v, da
base A de V em relacdo a base B de W, conforme se verifica em (3) e (4):

a1 ai

[a21 azz

aszi as;
T T

fwpe f(w)p

e A matriz T depende das bases A e B consideradas, isto €, a cada dupla de bases
corresponde uma particular matriz. Assim, uma transformacdo linear podera ter
uma infinidade de matrizes a representa-la. No entanto, fixadas as bases, a matriz
é Unica.

3.6.1 - Problemas Resolvidos

1) Dadas a transformacéo linear
fIRT > IR? f(X,Y,2) = (2X-y + Z, 3X +V - 22)
e as bases
A={vi=(1,11,v,=(0,1,1),vs=(0,01)}e
B={01=(2,1), ®»:=(53) },
a) determinar T, matriz de f nas bases A e B;

b) se v = (3, -4, 2) (vetor com componentes em relagdo a base canonica do IR%),
calcular f (v)g utilizando a matriz T.
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Solucéo

a) A matriz T é de ordem 2 x 3:
[6111 ) a13]
T = azq1 azz azs
o T T T
fw)s f)p f(w3)s
f(vi)) =1(1,1,1) = (2, 2) = a11(2, 1) + @21 (5,3)
{Zall + 5a21 = 2 . {an - —4'
1a11 + 3a21 = 2 ” a21 == 2
f(v2) =1(0,1,1) = (0, -1) = a12(2, 1) + az (5,3)
{Zalz + 5a22 = 0 . {alz = 5
1a12 + 3a22 = _1 ” azz = _2
f(V3) =f (0,0,1) = (1, -2) = 3.13(2, l) + aos (5,3)

{2a13 + 5a23 = 1 . {a13 = 13
1a13 + 3a23 = -2 o a3 = _5,

logo:
el P

b) Sabe-se que
f(V)B = TVA (1)

Tendo em vista que v = (3, -4, 2) esta expresso na base canénica, deve-se, primeiramente,
expressa-lo na base A. Sejava = (a, b, ¢), isto é,

(3,-4,2)=a(1,1,1)+b (0,1, 1) +c (0,0, 1)

ou

11
I
N W

-

Q Q Q

+ b

+ b + ¢
sistema cuja solucdo é a =3, b =-7 e ¢ = 6, ou seja, va = (3, -7, 6). Substituindo T e va em
(2), vem

3
o= 5 4]
Fode=[_3]

e Observe-se que
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f(v) = 31(2, 1) — 10 (5,3) = (62,31) — (50, 30) = (12, 1),

isto &, 0s nimeros 12 e 1 s&o as componentes de f (v) em relagdo & base canénica do IR?:
(12, 1) = 12(1, 0) + 1(0, 1) = (12, 0) + (0, 1) = (12, 1).

Naturalmente f (v) = (12, 1) também seria obtido por
f(X,y,2)=(2x -y +z,3x +y - 2z), considerando-se v = (3, -4, 2):

f(v) =(2(3) - (-4) +2,3(3) + (-4) -2(2))
f(V)=(6+4+2 94— 4)=(12,1).

2) Considerando as bases candnicas A = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1)} e B={ (1, 0), (0, 1)
do IR® e do IR?, respectivamente, e a mesma transformagéo linear do problema anterior.

f1IR® > IR% f(x,y,2) = X -y + 2,3x +y - 22), (2)

a) determinar T, matriz de f nas bases A e B;
b) sev = (3, -4, 2), calcular f (v)g, utilizando a matriz T.

Solucéo
a) f(1,0,0)=(2,3)=2(1,0) + 3(0, 1)
f(0,1,0)=(1,1)=-1(1,0) + 1(0, 1)
f(0,0,1)=(1,-2) =1(1, 0)- 2(0, 1),

logo:

=3 71 @

e No caso de serem A e B bases canbnicas do dominio e do contra-dominio,
respectivamente, como é ocaso deste problema, a matriz T é chamada matriz canbnica def e
escreve-se, simplesmente

f(v)=Tv 4)
ficando subentendido que v = va e f(v) = f(V)g
e Examinando, em (2), a lei que define a transformacéo f, verifica-se, em (3), que sua
matriz candnica T fica determinada formando a primeira coluna com os coeficientes de x, a

segunda coluna com os coeficientes de y e a terceira com os coeficientes de z.
b) Tendo em vista que v = (3, -4, 2) = va, que f(v)g = f(v) e que f(v) = Tv
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conforme esta expresso em (4), tem-se:

3
fe=f®=[2 7 [-4]
2

f@)s =) =["7]

e Observe o leitor que calcular f (v) = [112] pela matriz T € o mesmo que fazé-lo pela
lei definidora de f, conforme se pode ver na parte final do problema anterior.

3.6.2 - Transformacoes Lineares e Matrizes

No item 3.6 viu-se que, fixadas duas bases — uma no dominio e outra no
contradominio —, cada transformacdo linear € representada por uma matriz nestas bases.

Do mesmo modo, dada uma matriz qualquer e fixadas duas bases — uma no dominio e
outra no contradominio —, ela representa uma transformacéo linear. Na pratica, cada matriz
pode ser interpretada como matriz canénica de uma transformacdo linear f. Assim, por
exemplo, a matriz

2 -3
0 4

representa, nas bases candnicas, a transformagéo linear
f: IR? > IR%, f(x,y) = (2x — 3y, 5x — Y, 4y) (1)

Entretanto, a mesma matriz, numa outra dupla de bases, representard uma transformacao
linear diferente de (1). (Ver item 3.9, problema 33.)

e Sabe-se que um operador linear sobre V € uma transformacéo linear f: V — V (é
0 caso particular de W = V). Nesse caso, para a representagdo matricial, € muitas vezes
conveniente fazer A = B, e a matriz da transformacéo ¢ denominada matriz de f em relacéo a
base A (ou matriz de f na base A) e indicada por Ta. Por exemplo, dada a base A = {(1, -2), (-
1, 3)}, determinar a matriz do operador linear

f:IR? > IR? f(x,y) = (2x-y, X +Y)
nesta base.

Calculando as componentes das imagens dos vetores da base A em relagdo a propria
base, vem:
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f(1,-2)=(4,-1) = a1 (1, -2) + ax; (-1,3)

{ lay; +1ay;; = 4 . {all =11
—2(111 + 3a21 =-1 B ar1 = 7

f(-1,3)=(-52) =a» (1, -2) + a2 (-1,3)

{1a12 + 1a22 - _5 . {alz = _13
—2(112 + 3a22 =2 h QAyp = — 8

logo:
_M1 -13
Ta= [ 7 -8
e A matriz candnica do operador linear deste exemplo €
_[2 -1
Ta= [1 1]

As matrizes Ta e T, por representarem o mesmo operador f em bases diferentes, séo
denominadas matrizes semelhantes e serdo estudadas no Capitulo 4.

e Quando a matriz do operador linear f € Ta, a férmula (1) de 3.6.1 fica: f(v)a =
TaVa.

3.7 - OPERACOES COM TRANSFORMACOES L INEARES

3.7.1 - Adicéo

Sejam f, : V. —-> W e : f, V - W transformacdes lineares. Chama-se soma das
transformacdes f; e f, a transformacao linear

fi+f: VoW
v — (f + 1) v=~11(v) + f(v), Vv e V.

Se T1 e T, s@o as matrizes de f; e f, em bases quaisquer de V e W, a matriz S que
representa f; + f2 é

S=T+T>»

——
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3.7.2 - Multiplicagdo por Escalar

Sejam f : V — W uma transformacéo linear e oo € IR. Chama-se produto de f pelo
escalar o a transformacdo linear

of :V->W
v— (af) (v) =af(v), VVveV

Se T é a matriz de f em bases quaisquer de V e W, a matriz E que representa o
produto de f pelo escalar o é:

E=aT.

3.7.3 - Composicao

Sejam fi: V - W e f;; W — U transformacges lineares. Chama-se aplicacéo
composta de f; com f,, e se representa por f, °f, a transformacéo linear

f,°f:V—o>U
V—)(fzofl) (V):fz(fl(V)DV e V.

Sao s

Figura 3.7.3

Se T1e T, sdo as matrizes de f; e f, em bases quaisquer dos espacos V, W e U, a matriz
P que representa a composicéo f,° f; é

p= T2T1

3.7.4 - Problemas Resolvidos

Nos problemas 1 a 7, que se referem as transformacoes lineares

( 1
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fi: IR? > IR? f1 (X, ¥) = (X - 2y, 2x +Y), 2 IRZ > IR? f,(X,y) = (X, X - y) e f3 : IR >
IR?, 5 (X, y) = (2x + 3y, y, -X), determinar:

1) (fi+1) (xy)

Solucéo

(fu+1f2) (X, y) = fa(xy) +fa(xy)
= (x-2y,2x+y) + (X, X-)
= (2x - 2y, 3x)

2)  (3fi-26) (x,y)

Solugéo
(3fi-2f2) (x,y) = (3f1) (X, y) - (2F2) (X, y)
= 3f1 (X)) - 2f2 (X,y)
= 3(x-2y, 2X +y) — 2 (X, X-y)
= (3x - By, 6x+3y) — (2x, 2X - 2y)
= (x-6y, 4x + 5y)

3) A matriz canonica de 3f; — 2f;
Solucéo
_[1 -6
A= [4 5]
Observe o leitor que esta matriz € igual a:

3T, — 2T, = 3 B _ﬂ _2 H _Ol]z

_[3 —-61_12 0]_[1 -6
- [6 3] [2 _2] N [4 5]
onde T, e T, sdo as matrizes candnicas de f; e f,, respectivamente.

4) A matriz candnica de f, ° f;

Solucéo

rr=lp [ = 3

——
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5) A matriz canbnica de f; ° f
Solucéo

rn=l; L A=
Assinale-se que f; ° f, = f, ° f; e esse fato geralmente ocorre.

6) A matriz canbnica de f; ° f;

Solucéo

rm=tt=[ Sl L =00 D

O operador f; ° f; é também representado por f;2.

7) A matriz canonica de f3° f,

2 3 5 =3
|
-1 0 -1 0

A transformacéo f, °f; ndo existe pela impossibilidade de multiplicar T, por Ts.

Solucéo

TsT, =

3.8 - TRANSFORMACOES LINEARES PLANAS

Transformacdo linear plana é toda funcdo linear cujos dominio e contradominio
constituem o IR?. Serdo estudadas algumas de especial importancia e suas correspdndentes
interpretacdes geométricas, ficando a cargo do leitor verificar que sdo lineares.

3.8.1 - Reflexdes

a) Reflexdo em relagdo ao eito dos x

Essa transformacéo linear leva cada ponto ou vetor (X,y) para a sua imagem (X, -y),
simeétrica em relacéo ao eixo dos Xx:

f: IR > IR?*f (x y) = (X, -y) (Figura 3.8.1.a)
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YA

—~
X
=

N

og----=-=|-==-----»o

(X’ 'y)

Figura 3.8.1.a

A matriz candnica dessa transformagao é:

Azly il
1=k )

b) Reflexdo em relacéo ao eixo dos y

logo:

f:IR> > IR f(X,Y) = (-x, y) (Figura 3.8.1b)

<V

VA
(X, y) ro xy)
od- -~ - -4 - --- -
0
Figura 3.8.1.b
A matriz canénica dessa transformacéo é:
_[-1 0
A=y )
( ]
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Logo:
5= Al
c) Reflexdo em relacdo a origem

f:IR> > IR? f(x,y) = (-X, -y) (Figura 3.8.1 c)

YA

Figura 3.8.1.c

A matriz canbnica dessa transformacao é:

A= il

S1=00 Alb)

d) Reflexdo em relacédo a retay = x

logo:

f:IR? > IR% f(x,y) = (y ,x) (Figura 3.8.1 d)

——

87

'



TRANSFORMAGCOES LINEARES — Capitulo 3

y4 y =X
(v, x)
W
\‘ ./l
s (xy)
0 %
Figura 3.8.1.d
A matriz canénica dessa transformagao é:
_[0 1

S
logo:

y1_[0 17 ¥

=10 ol )
e) Reflexdo em relagdo aretay =-x

f: IR = IR?, f(x,y) = (-y, -x) (Figura 3.8.1. €)
A matriz canbnica dessa transformacao é:
_[ 0 -1
A= [_1 0 ]
YA
y =-X
=X
° #(6Y)
I
(—y,'fX)
Figura 3.8.1.e

——
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logo,
4 B e |
3.8.2 — Dilatacgdes e Contracgoes

a) Dilatacdo ou contracéo na direcao do vetor
f:IR? >IR? f (X, y) = a = (X, y) = (ax, ay), o e IR (Figura 3.8.2.a)
A matriz canonica dessa transformacéo é:

A= 0]'

"o «a

logo,

)= ol 5]

S

Figura 3.8.2.a

Observe o leitor que

— se |a| > 1, f dilata o vetor;

— se |a| <1, f contrai ovetor;
— sea <1, féaidentidade I;

— se a <0, f muda o sentido do vetor.
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A transformacdo f: IR > IR? f (X, y) :é (X, y) = (g%) é um exemplo de
contragéo.

b) Dilatacdo ou contracdo na direcdo do eixo dos x
IR > IR?, f(x,y) = (a0 X, y), o> 0 (Fig.3.8.2.b)

A matriz candnica dessa transformacéo é:

A=[@ 0]}

“lo 1
logo:

Observe o leitor que

—se o> 1, f dilata o vetor;

—se0<a<1,fcontrai o vetor.

e A transformacdo dada é também chamada dilatagdo ou contracdo na direcao
horizontal de um fator a.

A Fig. 3.8.2.b mostra uma dilatacdo de fator oo = 2 e uma contracdo de fator o = %

YA

Figura 3.8.2.b

c) Dilatagdo ou contracdo na direcao do eixo dos y
f:IR? > IR? f(x,y) = (x ay), o > 0 (Figura3.8.2.c)

——
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Figura 3.8.2.c

A matriz canénica dessa transformagao é:

ol
[;y] - [é 2] [;CI]

Observe o leitor que

logo:

—sea>1, fdilata o vetor;

—se0<al,fcontrai o vetor.

 Nos casos b) e c), se a = 0, viria, respectivamerite:
b) f (x, y) = (0, y) e f seria a projecdo do plano sobre o eixo dos y (Fig. 3.8.2.d)

c) f(x,y) = (x, 0) e f seria a projecdo do plano sobre o eixo dos x (Fig. 3.8.2.e)

Ya Y A
v=(X, )
f0)=(0,y) ? ------------- v= (X, ) :
o > ) P »
f(v)=(x,0)
Figura 3.8.2.d Figura 3.8.2.e
(o]
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3.8.3. — Cisalhamentos

a) Cisalhamento na direcdo do eixo dos x

f:IR? > IR? f(Xy) = (X +ay,Y)

A matriz canbnica desse cisalhamento é:
A=l 4l

logo:
571=0 516

O efeito desse cisalhamento, para um determinado valor de o, é transformar o
retdngulo OAPB no parelelogramo OAP’B’ de mesma base e mesma altura (Fig. 3.8.3.a).

Ya YA
5 P ___B P
f
+
0 A »X 0 A >)(
Figura 3.8.3.a

Por esse cisalhamento, cada ponto (X, y) se desloca paralelamente ao eixo dos x até
chegar em (x + ay, y), com excecao dos pontos do préprio eixo dos X — que permanecem em
sua posicdo —, pois para eles y = 0. Assim, fica explicado por que o retangulo e o
paralelogramo da Figura tém a mesma base OA.

o Esse cisalhamento é também chamado cisalhamento horizontal de fator .
b) Cisalhamento na direc¢éo do eixo dosy

fIR? > IR% f (X, y) = (X, y + ax) = (X, ax +Y)
A matriz canénica desse cisalhamento é:

“[o 1l

o= [ 215

A

logo:
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O efeito desse cisalhamento, para um determinado valor de a, é transformar o
retangulo OAPB no paralelogramo OAP’B’ de mesma base e mesma altura (Fig. 3.8.3.b)

Por esse cisalhamento, cada ponto (X, y) se desloca paralelamente ao eixo dos y até
chegar em (X, a X + y), com excecdo dos pontos do proprio eixo dos y — que permanecem em
sua posicdo —, pois para eles x = 0. Assim, fica explicado por que o retangulo e o

pasralelogramo da Figura tém a mesma base OA.

o Esse cisalhamento é também chamado cisaihamento vertical de fator «.

YA
A P
0 'B X
' f
YA '
PY
A
B’
X
5 >
Figura 3.8.3.b
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3.8.4 — Rotacao do Plano

A rotagdo do plano de um angulo 6 em torno da origem do sistema de coordenadas,
sistema determinado pela base A = {e1 = (1, 0), e, = (0, 1), € uma transformacao linear fy :
IR? - IR? que a cada vetor v = (x, y) faz corresponder o vetor f, (V) = (x’, y’) (Fig. 3.8.4.a).

YA YA
T Y-
L) =X, Y) C
' fi(es)
e, A v=(x Y) 1 al BN
0 : () ' “
» > ' - >
0 e, T X 0 e, X
Figura 3.8.4.a Figura 3.8.4.b

Um vetor v = (X, y) é expresso, na base A, por
V=Xet+tYyey,

e, de acordo com a propriedade 1) das transformacdes lineares, item 3.2.2, pode-se escrever:

fo(v) = xfo (e1) Yo (e2) 1)
Mas, conforme a figura 3.8.4.b, tem-se:

fo (€1) = (cosH, seno) (2)

fo (e2) = (-sen0, coso) (3)

Substituindo (2) e (3) em (I),vem:
fo (V) =(x’,y’) =x (cos6, sen 0) +y (-sen 6, cos 0)
=((cos 0) x, (sen 0) x) + ((-sen 6) y + (cos O)y)
= ((cosB) x + (-sen B)y, (sen B)x + (cos 0) y) 4)

A matriz canénica dessa transformacéo f, €

_ [cose —sen@
senf cosf Y

logo:

1= loene cost 15

——
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A matriz Ty, chamada matriz de rotacdo de um angulo €, 0 <6 < 27, € a matriz candnica da

transformacao fo: IR?> — IR?, definida em (4).

o Nada impede que, a rotacéo do plano seja de um angulo 6 < 0; nesse caso, 0
angulo sera designado por -6 e a respectiva matriz de rotagao, por T .g):

Ty = [cos(—e) —sen(—0) '
sen (—6) cos (—0)
mas,
cos (-6) = cos 6
sen (-6) =-sen 6,
logo:
Tio=[ oty Sl

Como se pode ver Tg) = To, isto &, a matriz da rotacdo de um angulo -0 é a inversa
da matriz da rotacdo de um angulo 0. Este fato significa que se, por intermédio da matriz Ty,
se leva o vetor v = (X, y) a sua imagem f (v) = (x’, y’), por meio da matriz T(g) = To'a

imagem f (v) = (x’, y’) é trazida de volta ao vetor v = (X, y). Assim:

f(v) = Tov

v=Tet (V)

ou, na forma matricial:

bl =lene “eosel b

b= oen covel 1]
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3.8.5 — Problemas Resolvidos

1) Determinar a matriz da transformacdo linear f em IR? que representa um
cisalhamento de fator 2 na direcdo horizontal seguida de uma reflexdo em relagéo ao eixo dos
y.

Solucéo

a) A matriz candnica do cisalhamento de fator 2 é

_1 2
A= [0 1]
e, por conseguinte, por meio de A, se obtém fi(v) = (x’, y’) a partir de v = (X, y):
X1 21
[y’] B [0 1] [y] 1)
b) A matriz candnica da reflexdo, em relacdo ao eixo dos y, é:
_[-1 0
AZ‘[ 0 1
e, por conseguinte, por meio de A,, se obtém fo(x’, y’) = (x”, y”) a partir de (x’, y°):
xll _ _1 0 xl
[y"] _[ 0 1] [y] (2)
Substituindo (1) em (2), tem-se:
X" _[-1 011 2] [x]
'l Lo 1llo oy
ou
y'l Lo 11y
Portanto, a matriz
_[-1 -2
L

representa a transformacdo composta f =f, o f; do cisalhamento com a reflexao.

e E de assinalar-se que, conforme foi visto no estudo de composicio de
transformacdes lineares, item 3.7.3, a matriz da composicao é obtida pelo produto
das matrizes que representam cada transformacdo, tomadas na ordem inversa: A,
A;. Esse fato continua valido no caso de haver uma composi¢do com mais de duas
transformagdes lineares.
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2) Sabendo que e; = (1, 0) e e, = (0, 1), calcular as imagens fy (e1) e fo (€2) pela rotacdo do
plano de um angulo @ = 30°.

Solucédo
a) fo(er)=("y)=Toes
ou

=l T

V3 1 V3

-0 e

<
| =
~ S
N

b) fo(e2) = (x”, y”) = Tee€2

ou
[x"] _ [cos 30° —sen 300] '0]
" sen 30° cos 30°] 11
NER _ 4
-xu- _ 2 2 [0] _ 2
TS I e
2 2 2 -

e Partindo das imagens (x’, y’) = (?,%) e (x”,y") = (— %,?), pode-se determinar os

vetores da partida (a”, b”"), respectivamente, por meio de uma rotagdo no plano de um
angulo de -30°. De fato:

V3
a) (a'] _ [ cos30° sen30°] EX
b’ l—sen30° cos30°) |1
2
1]
,al- _ 2 2 2 _ [1]
Lp' 1| |2 0
2 2

b) [Z] _ [_cos 30° sen 300] _%

sen30° cos30°] [V3
2

'
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NEREE T I -
a"l _ 2z 2=0
HE
2 2 2

Comose vé, (a’,b’)=(1,0)=e;e(a”,b”)=(0,1)=c¢>.

3) Dado o vetor v = (4, 2), calcular a imagem f, (v) pela rotacdo do plano de um éangulo de
90°.
Solucéo (ver figura 3.8.5.a)

YA

N
o
Do ooes
xv

Figura 3.8.5.a

f(v) = (’y") = Tov

OU

X1 _ 10 —17 141 _[-2

[y’] - [1 o] [2] - [ 4]

e Assim como no problema anterior, partindo de f(v) = (-2, 4), pode-se calcular o vetor
de partida v = (x, y) por meio de uma rotagéo de -90°:

v=Tet f(v)
ou

1= Coenooe consoe] (73]

bl= 15 ol 3l =

98

——
| —



TRANSFORMAGOES LINEARES — Capitulo 3

4) Os pontos A (2, -1), B (6, 1) e C (X, y) séo vértices de um triangulo equilatero. Calcular
as coordenadas do vértice C utilizando a matriz de rotacdo de plano.
Solucéo

A Fig. 3.8.5.b permite escrever:
AB=B-A =(6,1)-(2,—1)= (4, 2)
AC=C-A=(X,y)-(2,-1)=(x-2,y+1)

O vetor AC pode ser considerado a imagem do vetor AB pela rotacdo do plano de um
angulo de 60° em torno de A (no triangulo equiilétero |AB| = |AC)).

YA

Figura 3.8.5.b

Designando o vetor AB por v = (4, 2) e o0 vetor AC por fy (V) = (X -2, y + 1), tem-se:

fe(V):TQV
ou
[x - 2'= [cos 60° —sen60°] [4]
ly + 1] [sen 60° cos 60°1 12
13
x — 2] _|? 2 [4]
y + 1 3 1 2
- 2 2
Yl
y + 1 2V3 + 1
[ o
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Pela condicdo de igualdade de matrizes, vem:

x—2=2-+/3
y+1=2V3+1

ou

{x=4—\/§

y =23
Logo,

C(4—-+3,2V3)

e O prob lema tem outra solugdo que seria obtida fazendo uma rotacdo de —60° do
vetor AB = v em torno de A (a carga do leitor).
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Capitulo 4

OPERADORES LINEARES

4.1 — OPERADORES LINEARES

No Capitulo anterior se viu que as transformac@es lineares de um especo vetorial V
em si mesmo, isso é f: V — V, sdo chamados operadores lineares sobre V.

As propriedades gerais das transformgdes lineares de V em W e das correspondentes
matrizes retangulares sdo véalidas para os operadores lineares. Estes e as correspondentes
matrizesquadradas possuem, entretanto, propriedades particulares, que serdo estudadas neste
capitulo.

e Tendo em vista aplicacbes em Geometria Analitica, serdo estudados, de
preferéncia, operadores lineares em IR? e IR®,

e As transformacbes lineares planas do capitulo anterior sdo todas operadores
lineares no IR?. Ao apresnta-las, teve-se como objetivos principais mostrar suas
matrizes candnicas, a correspondente interpretacdo geométrica e a composicédo de
transformag0es. Estas sdo as razOes de o referido assunto ter aparecido no
Capitulo 3.

4.2 — OPERADORES INVERSIVEIS

Um operador f: V — V associa a cada vetor v € V um vetor f (v) € V. Se por meio
de outro operador g for possivel inverter essa correspondéncia, de tal modo que a cada vetor
transformado f (v) se associe o vetor de partida v, diz-se que g é operador inverso de f e se
indica por f*. Nesse caso f* (f(v)) = v (Fig. 4.2).

Figura 4.2
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Quando o operador linear f admite o inverso f *, diz-se que f é inversivel, ou regular
ou ndo-singular.

4.2.1 — Propriedade dos operadores Inversiveis
Da definicdo e do fato de que a cada operador linear corresponde uma matriz,

decorrem as seguintes propriedades:

) Seféinversivel e f * 0 seu inverso, tem-se
f °f1=f1°f = (identidade)
1) Sefé linear inversivel, f * também é linear.

I11) A matriz B de f ™ numa certa base (na prética sera sempre considerada a base
canonica) é a inversa da matriz T de f na mesma base, isto é, B = T,

e Como conseqliéncia da propriedade 111, tem-se: f € inversivel se, e somente se, det
T # 0, fato esse que sera utilizado “preferencialmente” para verificar se f €
inversivel.

4.2.2 — Problema Resolvido

1) Dado o operador linear f : IR> — IR? definido por
f(X,y) = (4x — 3y, -2x + 2y),
a) mostrar que f € inversivel;

b) determinar uma regra que defina f ™.

Solucéo

a) A matriz canbnica de f é

-3

= [ TJJeder=]|_% TJ|=8-6=2%0

Como det T =0, f é inversivel.

b) A matriz T, inversa de T, é:

102

——
| —



OPERADORES LINEARES - Capitulo 4

2 3
SERE
2 2
logo,
-1 a[X 1 3 x + &
o= =[] L 3]
ou

£ y) = (x+3 v, x+2y)
e Deve ser entendido que se f leva o vetor (x, y) ao vetor (x°, y’), isto &,
X' _ X
[y'] =T [)’]
o operador f * traz de volta o vetor (x’, y’) para a posicdo inicial (x, y), ou seja,
A=
[y] =T y'

Assim, neste problema, se v = (X, y) = (2, 1):

=B =18 HE- L)

Bl=r= =]} 3 3= 03

e As transformaces lineares planas vistas no Capitulo 3 sdo todas operadores
lineares inversiveis. Fica a cargo do leitor verificar que o inverso de uma reflexéo
em relagdo a uma reta é uma reflexdo em relacdo a mesma reta, o inverso de uma
dilatacdo é uma contragé&o, etc.
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4.3 - MATRIZES SEMELHANTES

Sejaf:V — V um operador linear. Se A e B sdo bases de V e Ta e Tg as matrizes
que representam o operador f nas bases A e B, respectivamente, entdo

Te=Q' TaQ, (1)
Sendo Q a matriz de mudanca de base de B para A. De fato:

Pela defini¢do de matriz de uma transformacao linear, pode-se escrever

f(V)a = Tava (2)

f(v)s = Tgve (3)

Designando-se por Q a matriz de mudanca de base de B para A. tem-se:
Va=Qvg (4)
fMa=Qf (Ve (5)
Substituindo (4) e (5) em (2), vem:
Qf(v)e =TaQvs
Como a matriz Q é inversivel, pode-se escrever:

Q'Qf(Ws=Q' TaQus

ou
f(V)e=Q"' TaQup (6)
uma vez que Q* Q = |. Comparando (6) com (3), vem:
Te=Q'TaQ

que é arelacdo apresentada em (1).

E preciso que o leitor atente para o fato de que, na relacdo (1), a matriz Q é a matriz
de mudanca de base de B para A (da 22 base para a 12).

As matrizes Ta e Tg sdo chamadas matrizes semelhantes.

Por conseguinte, duas matrizes sdo semelhantes quando definem, em V, um mesmo
operador linear f, em duas bases diferentes. Mais pricisamente, duas matrizes Ta e Tg S0

semelhantes se existe uma matriz inversivel Q tal que
— N1
Te=Q TaQ

——
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4.3.1 — Propriedade de Matrizes Semelhantes

Matrizes semelhantes possuem o mesmo determinante. De fato, de

Te=Q'TaQ,
vem
QT =QQ™" TaQ
ou
QT =TaQ
e
det Q x det Tg = det To X det Q
ou

det Tg = det Ta.

4.3.2 — Problemas Resolvidos

1) Sejam f : IR* — IR* um operador linear e as bases A = {(3, 4), (5, )} e B={(1, 1), (-1, 1)}.
Sabendo que

wel? )

calcular T utilizando a relagdo Ts = Q* TA Q.

Solucéo

AS bases A e B, como se sabe, podem ser representadas, respectivamente, pelas matrizes

_[3 5 _ 1 -1
A‘[4 71¢B= [1 1]’
Tendo em vista que Q é a matriz de mudanca de base de B para A, pode-se escrever:
Q=A"B
mas,
a_[ 7 =5
A= Tl
portanto,
_[7 =511 -11_71 2 -12
Q= [—4 3] [1 1] - [—1 7]
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logo,

7 % 6

Q= §= .
Z 6

el fr g a-g
2

e Observe o leitor que det To =det Tg = -6

2) Dado o operador linear f: IR* — IR?, f (x, y) = (2x + 9y, X + 2y), determine T, matriz candnica de
f, e, a seguir, utilizando a relacdo entre matrizes semelhantes, calcular a matriz de f na base B =

13 1), (3, D}

Solugéo

a) E imediato que a matriz candnica de f é

=L 9

1 2

b) A matriz Q de mudanca de base de B para a base can6nica A é dada por

logo,

Q=A4B=HB=B=B=E _ﬂ

1 37
L 6 6
v _1 3
6 6
[ 1 3
6 6 _
weorer| * R 9 2
E 1_5 6 6
6 6 _
[ B
6 6

e E interessante desde ja observar que a matriz diagonal Tg que representa f na base B é
mais simples , no sentido de “estrutura” do que a matriz canbnica T, fato este que néo
ocorreu no problema anterior com as matrizes T e Tg. A simplificacdo da matriz de um
operador f estd ligada a escolha adequada de uma base, pois é a matriz de mudanca de

( ]
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base Q que atua sobre a matriz de um operador linear para transforma-la em outra matriz
do mesmo operador. A escolha de uma base “certa”, que torna a matriz de um operador f
a mais simples possivel, serd objeto de estudo no préximo capitulo.

4.4 — OPERADOR ORTOGONAL

Uma operador linear f : V — V é ortogonal se preserva 0 médulo de cada vetor, isto
é, se para qualquer v € V:

If ()] = [vl.

Tendo em vista que 0 modulo de um vetor é calculado por meio de um produto
interno (|v| =/v. v), 0s operadores ortogonais sdo definidos nos espacos vetoriais
euclidianos.

e No estudo dos operadores ortogonais, serdo consideradas somente bases
ortonormais em V e, particularmente, a base candnica.

e E fundamental que, sendo o uma base ortonormal de V, o produto interno de dois
vetores quaisquer de V, nessa base, € sempre o0 usual. Isso sera demonstrado para
0 caso de dim V = 2, uma vez que o caso de dim V =n € similar.

Sejam o = {u, po} uma base ortonormal de V e u e v vetores quaisquer de V, sendo

W =agpy + azz OU Uy = (@, a2)

V = by + bope ouU pg = (b1, by)

O produto interno dos vetores e v é

(a1 + azp12) . (bap + bapiz)

n.v

aips . (bapa + bopo) + azpy . (baps+ bopo)

aib . (1 . pa) +aiby (1. p2) + @by (2 - pa) +
+ a2 (U2 . p2)
Como o é ortonormal, isto é:

lsei=j

“i'“j:{Osei *

tem-se

n.v= aiby + asbo
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e Representando p e v na forma matricial, isto €,

_|[*% _ [b:
H= [[az]l ev= bz]’
Pode-se escrever

w. v=ply,
isto €

b
w.v=[a; ag] [b;]:albﬁazbz.

Na notacdo (1), esta-se identificando a matriz u' v, de ordem 1, com o nimero p . v, 0 que
serd utilizado em futuras demonstragdes.

Exemplos
1) IR o operador linear definido por

= (-2 e+ 2)

é ortogonal. De fato:
JGx=3)"+ (1)
= /;—Exz + %yz

= /xZ +y2

=% y), V (x,y) € IR?

|f (x, )]

2)  Arotacédo do plano de um angulo 6 definida por f (X, y) = (x cos 6 —y sen
6 +y cos 0), é ortogonal. De fato:

If (X, ¥)| = v/ (x cos 8 — ysenB)? + (x sen 6 + y cos 0)2

Desenvolvendo o radicando e simplificando:

If (x,y)| = \/(xz + y2) cos?0+ (x? + y?) sen?0

=/ (x2 + y2) (cos20+ sen?d)
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=1(x, Y)I, ¥V (x, y) € IR?

3)  No IR® o operador linear definido por
f (X1 Y, Z) = (_yl X, _Z)

é ortogonal. De fato:

f Y. D=y ()% + 22+ (-2)* = Va2 +y2+22 = |(x,y,2)|

4.4.1 — Propriedades dos Operadores Ortogonais

) Sef:V — V éum operador ortogonal e A a matriz de f numa base ortonormal qualquer,
isto é, f (v) = Av, A é uma matriz ortogonal, ou seja, A' = A™. De fato, como f é
ortogonal, tem-se:

[fMWI=1v]

ou
|AV]=]V]

ou, ainda
VAV . Av =+v.v

Av.Av=v.v

isto &,
(Av)' Av =V'y
(V' AY) Av=v'y
ou
VI(A'A) V=V
0 que implica
AA=1 A=A

Assim, uma matriz ortogonal é uma matriz que representa um operador ortogonal numa base
ortonormal.
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Exemplos
1) A matriz canénica A do exemplo 1 do item 4.4 é ortogonal, pois
& _3 & 3
5 5 5
A= At — — A—l
3 il _3 z
5 5

2) A matriz can6nica A do Exemplo 2 do item 4.4 € ortogonal, pois

cos 8 —senf oAt = cosf cosf — 21
senf cosf —senl cos@

(ver Apéndice, Probl. 3, A. 29. 1.1)

1=

)

I1)  As colunas (ou linhas) de uma matriz ortogonal sdo vetores ortonormais.
Seja uma matriz ortogonal de ordem 2:

a1 Qg2
A= | |
a1 Ay
Pretende-se provar que os vetores-coluna
= a11] e uy = [alz]
1 azq 2 az,

S3o ortonormais. Calculando A'A, tem-se:
A'A =

[a11 a21] [a11 alZ]_ [anau + 410z ;1012 + a21a22]
A1z Azl LAz A 12017 + Q031 Q1204 T+ Ap20p

:[u1-u1 + .ul-.uz]:[l 0]

Mz fg + Ha. Uy 0 1
. _(1lparai=j
Tendo em vista que p; . pj = {0 Baranle

0S vetores p; e pp S0 ortonormais

Estes vetores formam, consequentemente, uma base ortonormal do espago vetorial
correspondente. Por outro lado, os vetores-coluna de uma base ortonormal determinam uma
matriz ortogonal.
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Exemplo — A matriz

é ortogonal, pois para os vetores
1 1 1 1 .
= (-%0%) 1= (5,0,7%) e us = (0,1,0), tem-se:

M 1=z p2=p3=1
Mi. M2 =M1 3= Hp. u3=0

e A demonstracdo da propriedade Il) para uma matriz ortogonal de ordem n é
analoga.
I11) O produto de duas matrizes ortogonais € uma matriz ortogonal.

IV)Num espaco vetorial euclidiano, a matriz de mudanca de uma base ortonormal
para outra base ortonormal é uma matriz ortogonal.

V) A matriz, numa base ortonormal, de um operador ortogonal f: V — V é sempre
ortogonal, independente da base ortonormal do espaco vetorial V.

V1) Todo operador ortogonal f: V — V preserva o produto interno dos vetores. De
fato, se p e v sdo dois vetores quaisquer de V e A a matriz que representa o
operador f, tem-se:

(Ap) . (Av)
(Aw)' (Av)
(u' A) Av
W (A'A) v

fw) . f(v)

TRVESTIRY

e Decorre dessa propriedade que todo operador ortogonal f: V — V preserva o
angulo de dois vetores, isto €, 0 angulo entre dois vetores p e v € igual ao angulo

entre f (u) e f (v).
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e Ficaa carga do leitor, a titulo de exercicio, provar as propriedades I1l, IV e V.

VII)  Se A é uma matriz ortogonal, det A = + 1. De fato, como A € ortogonal,

A'A=
logo,

det (A'A) = det |
ou

(det A") x (det A) =1
mas,

det A' = det A,
portanto,

(det A’ =1
e

detA==+1.

e Decorre dessa propriedade que todo operador orthogonal é inversivel.

4.5 — OPERADOR SIMETRICO

Diz-se que um operador linear f: V — V é simétrico se a matriz A que o representa
numa base ortonormal é simétrica, isto é, se

A=A
e Demonstra-se que a matriz, numa base ortonormal, de um operador simétrico é

sempre simétrica, independente da base ortonormal do espago vetorial. Neste
estudo serdo utilizadas somente bases candnicas.

Exemplos

1) O operador linear f : IR? - IR? f (X, y) = (2x + 4y, 4x — y) é simétrico
pois a matriz canénica de f
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_I2 4
A= [4 _1]
é simétrica, isto &, A = A

2) No IR, o operador f definido por f (X, y, z) = (X -V, - X + 3y — 2z, - 2y) é
simétrico e sua matriz canonica é

1 -1 0
A=|-1 3 =2[=A
0 -2 0

4.5.1 — Propriedade dos Operadores Simeétricos

Se f:V — V é um operador simétrico, tem-se para quaisquer vetores pev € V:

f(un).v=p.f(v)
De fato, sendo A = A' a matriz simétrica de f, vem:

f(w.v = (Ap).v
= (A)'v
= nAl.v
= n.Av=p. f(v)
Exemplo

Sejam o operador simétrico f : IR* — IR? f (X, y) = (x + 3y, 3x — 4y) e 0s
vetores p = (2,3) e v = (4, 2). A defini¢do do operador permite escrever
f(n) = (11,-6)
f(v) = (10, 4)
mas,
f(u).v=(11,-6).(4,2)=44-12=32
n.f(v)=(23).(10,4) =20+ 12 = 32
e, portanto,
f(w.v=p.f).

——
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VETORES PROPRIOS E
VALORES PROPRIOS

5.1- VETOR PROPRIO E VALOR PROPRIO DE UM
OPERADOR LINEAR

Seja f : V — V um operador linear. Um vetor v € V, v = 0, é vetor proprio do
operador f se existe A € IR tal que

f(v) =Av

O ndmero real A tal que f (v) = A v é denominado valor proprio de f associado ao
vetor proprio v.

Como se vé pela defini¢do, um vetor v = 0 é vetor préprio se a imagem f (v) for um
mdltiplo escalar de v. No IR? e no IR?, diz-se que v e f (v) tém a mesma direcdo. Na figura
5.1, 0 vetor v e IR? é um vetor proprio de um operador f : dependendo de valor de A, o
operador f dilata v (Fig. 5.1.a), contrai v (Fig. 5.1.b), inverte o sentido de v (Fig. 5.1.c) ou 0
anula no caso de A =0.

YA YA YA
f()= ;
%
f(v)=hv
0 > 0 o i
ks 1 0€ k<1 fv)=hv A<0
(a) (b) (c)
Figura 5.1

——
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A Figura 5.1.d mostra um vetor v € IR? que ndo é vetor préprio de um operador f .

Y4 0

Figura 5.1.d
e Os vetores proprios sdo também denominados autovetores ou vetores
caracteristicos.
e Os valores préprios sdo também denominados autovalores ou valores
caracteristicos.

e O vetor v = 0 sempre satisfaz a equacdo f (v) = A v para qualquer valor de A.
Entretanto, o vetor préprio € sempre um vetor ndo nulo.

Exemplo

1) O vetor v =(5,2) é vetor proprio do operador linear
f: 1R = IR f (X, y) = (4x + 5y, 2X + ),

associado ao valor préprio A = 6, pois:
f(v)=f(5,2)=(30,12)=6(5,2)=6Vv

. A matriz canbnica de f é

4 5
2 1

Considerando os produtos

ol -

|

12
av=l; lGI= [
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verifica-se que multi plicar o vetor proprio v = (5, 2) pelo valor proprio
associado A = 6 € 0 mesmo que multiplica-lo pela matriz canénica de f:

AV=Avy,
Isto é,
6Vv=Av

Em outras palavras, a multiplicacdo do vetor proprio v pelo valor proprio
associado A ou pela matriz candnica A de f, tem como resultado o mesmo vetor,
maultiplo escalar de v. Assim, a matriz A atua na multiplicacdo por v como se
fosse 0 numero real A.

2)  Ovetorv=(2,1)nao é vetor proprio deste operador f do exemplo 1, pois
f(2,1)=(13, 5) #A (2, 1), paratodo A € R

3)  Sempre que um vetor v é vetor proprio de um operador linear f associado
ao valor proprio A, isto é, f (v) = A v, 0 vetor a v, para qualquer real oo = 0, €
também vetor proprio de f associado ao mesmo A. De fato:

flav)y=af(V)=a (A v) =2 (o)

Para o exemplo 1, se se fizer o = 2, vem:

2v=2(5,2)=(10,4)e

f (10, 4) = (60, 24) = 6 (10, 4),

Isto é, o vetor (10,4) é também vetor proprio associado ao mesmo valor
proprio A = 6.

Se se desejasse saber qual o vetor préprio unitario p associado a A = 6,

bastaria fazer

1 1 1 1

o=—= = = —

lv|  1(52)] V52422  +/29
obtendo-se

= — (2 2
#_\[7_9(5’2)_(\/2_9’\[2_9)
Assim
30 12

fw=6u=6 (%)= (%7

4)  Na simetria definida no IR® por f (v) = -v, qualquer vetor v = 0 é vetor
préprio associado ao valor préprio A = -1.
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5) O vetor v =(0,1) e IR? é vetor préprio do operador linear definido por f
(X, y) = (x, 0) associado a A = 0. De fato:

f(0,1) = (0, 0) = 0(0, 1)

Por este exemplo fica evidente que o fato de o vetor zero ndo poder ser, por
definbicdo, vetor proprio ndo impede que o nimero zero seja valor proprio.

5.2 - DETERMINACAO DOS VALORES PROPRIOS E DOS
VETORES PROPRIOS

5.2.1 — Determinacéao dos valores proprios

Sem prejuizo da generalizacdo, consere-se um operador linear f : IR> > IR® cuja
matriz canénica é

_[an a12]
a1 Az

O fato de ser A a matriz candnica de f permite escrever:

f(vVy)=Av
Se v é um vetor proprio de f e A o correspondente valor proprio, isto é:
f(v)=2wy,
entdo,
Av = v (v é matriz-coluna de ordem 2 x 1)
ou
Av-iv=0
Tendo em vista que v = Iv (I é a matriz identidade), pode-se escrever:
Av-A1v=0
ou
(A-=A1)v=0 (1)
Fazendo v = (X, y), a equacao (1) fica:
([ anl=2lo 3D [ =10
ou

——
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I I M R @

A igualdade (2) representa um sistema homogéneo de 2 equacdes lineares com 2
variaveis (X e y). Se o determinante da matriz dos coeficientes das variaveis for diferente de
zero, a Unica solucéo do sistema é a trivial, isto €, x =y = 0. Como se deseja vetores v = 0,
deve-se obrigatoriamente ter

a1 — /1 aq» _ _ _
det . Ayy — | = 0 ou det(A—AI)=0 (3)

A equacao (3) é denominada equacao caracteristica do operador f ou da matriz A. O
det (A - & 1), que é um polindmio um A, é denominado polinémio caracteristico de f ou de A.

5.2.2 — Determinacéao dos Vetores Proprios

Os vetores proprios correspondentes aos valores proprios encontrados serdo obtidos
substituindo cada valor de A na igualdade (2) e resolvendo o respectivo sistema homogéneo
de equac0es lineares.

5.2.3 — Problemas Resolvidos

1) Determinar os valores proprios e os vetores proprios do operdor linear
fIR? > IR% f(X,y) = (4x + 5y, 2x + )
Solugédo

I) A matriz can6nica do operador f é

_[4 5
A= [2 1]
e, portanto, a equacao caracteristica de f é
_14-2 5
det(A—M)—| 3 2

isto é,
(4-2)(1-1)-10=0
A2 -50L+6=0,

Equacdo do 2° grau cujas raizes s&o Ay =6 e A, = -1.
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I1) O sistema homogéneo que permite a determinagdo dos vetores proprios é (A -A 1) v=0.

Considerando v = [;] o sistema fica:
2% 12 61=0) @

i) Substituindo, em (1), A por 6, obtém-se o sistema linear homogéneo cuja solugdo é
constituida por todos os vetores proprios associados ao valor proprio A = 6:

:4;6 156] [;]:[8]

ou
5 Sl Bl=lol
ou, ainda
—2x+5y=0
2x =5y =0

Esse sistema admite uma infinidade de solugGes proprias:
_2
y=:x
. 2 2 . ~
e, portanto, os vetores do tipo v; = (x,—5 x) ou v; = X (1, g), x = 0, ou, ainda, v; = x (5, 2) sdo 0s
vetores proprios associados ao valor proprio A; = 6.

ii) Substituindo, em (1), A por -1, obtém-se o sistema linear homogéneo cuja solugdo é
constituida por todos os vetores proprios associados ao valor proprio A, = -1:

:4;1 1-5+1] m :[g]

ou
5 31 B =1lo)
ou, ainda
5x+5y=0
2x+2y=0

Esse sistema admite uma infinidade de solucGes proprias:
y=-X

e, portanto, os vetores do tipo v, = (X, -X) ou v, = X (1, -1), x # 0, sdo 0s vetores proprios associados ao
valor préprio A, = -1.
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2) Calcular os valores proprios e os vetores préprios da transformacdo linear f representada pela

matriz
7 =2 0
A=]-2 6 -2
0 -2 5
Solucéo

isto é,

I) A equacdo caracteristica de A é

7-2 -2 0
det(Arl)=| -2 6-21 —2|=0 )
0 -2 5-2
6-1 -2 2 -2 2 6-1|_
(7'7‘)|—2 5—/1|'('2)| 0 5—,1|+0|o 2 |70

(7-0M[6-1)(B-1)-4]+2[2(-1)+0]+0=0
(7-0M)6-1)GB-1)-47T-1)-4(B-1)=0
(7-1)(6-1)(5-1)—28+41-20+4L=0
(7-2)(6-2)(5-1)—48+8L=0
(7-2)(6-2)(5-1)—-8(6-1)=0
6-2)[(7-2)(B-1)-8=0

(6-1) (35— 7A-5L+A2—-8)=0
(6-1) (M -120+27)=0

(6-2)(-3)(L-9)=0

As raizes dessa equcao sdo A; = 3, A, = 6 e A3 = 9 e, por conseguinte, sdo o0s valores proprios

de f, ou da matriz A.

A equacédo (1) pode ser resolvida, de modo geral, pelo processo apresentado na solugéo do

problema 2, item A. 19.1, Apéndice.

I1) O sistema homogéneo de equagdes lineares que permite a determinacdo dos vetores

préprios associados é (A - A 1) v = 0. Considerando

4

o sistema fica

7—-N =2 0 X 0
-2 6—-X1 -2 y| =10
0 -2 5-—A z 0

)

i) Substituindo em (2) A por 3, obtém-se o sistema
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isto é

4 -2 0] x 0
5 AP
0 -2 211z 0

—2x+3y—-2z=0

{ 4x —2y+0z=0
Ox—2y+2z=0

Esse sistema admite uma infinidade de solucGes proprias: y = z = 2X e, portanto, 0s

vetores vi = (X, 2, 2X) =X (1, 2, 2), x # 0, sdo 0s vetores proprios associados ao valor préprio

M=3.

isto é

i) Substituindo em (2) A por 6, obtém-se o sistema

[1 -2 0 X 0
-2 0 =2] |y| =10f,
L0 -2 —-11 'z 0

1x -2y +0z=0
—2x+0y—-2z=0
Ox—2y—1z=0

. . . e . ~ o 1
Esse sistema admite uma infinidade de solugdes proprias: y = -x ez = X Portanto, 0s

1 1 ~ s .
vetores v; = (x —x,;x) =X (1,—1, 5) ou vz =X (2, -2, 1), x # 0, sdo 0s vetores proprios
associados ao valor préprio A3 = 9.

3) Determinar os valores proprios e 0s vetores proprios da matriz

Isto é,

ek
Solucédo

I) A equacdo caracteristica de A é

-16—-41 10

det(A-2=|" 07" T

=0,
(-16-2) 8—1)+160=0

128+ 1610 - 8L+ A% +160=0
AM2+8L+32=0,

Equacdo do 2° grau cujas raizes so A = -4 + 4 i,isto é, Ay =4 +4dier, =4 — 41, e, por
conseguinte, a matriz A nao possui valores préprios nem vetores proprios.
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¢ Se na definicdo de valor proprio de um operador linear f se admitisse A qualquer,
real ou complexo, se poderia dizer que a matriz A possui valores proprios
complexos e, em consequéncia, vetores proprios de componentes complexas.
Neste texto se consideram, apenas, valores proprios reais.

5.3 - PROPRIEDADES DOS VALORES PROPRIOS E DOS
VETORES PROPRIOS

I) Se & é um valor préprio de um operador linear f : V — V, o conjunto S, de todos os
vetores v €V, inclusive o vetor v = 0, tais que f (v) = A v, € um subespaco vetorial de V (S; =
{v/f(v)=AvV}). Defato,sevievy € S;:

f(ve+vy) =TF(v) +T(v2) =Avy + Avo = A (V1 + Vo),

e, portanto, (v1 + V) € S;.
Analogamente, verifica-se que a v € S, paratodo a € IR.

O subespaco S;, € denominado subespaco associado ao valor préprio A.

No problema 1, por exemplo, viu-se que ao valor proprio A = 6 correspondem 0s
vetores préprios do tipo v = x (5,2). Assim 0 subespaco associado a A =6 é.

Se={x(5,2)/x e IR} =[(5, 2)]
que representa uma reta que passa pela origem do sistema x Ou (Fig. 5.3).

yA
Se
54l [ R
>
/O 5 X

Figura 5.3

I1) Matrizes semelhantes tém o mesmo polindbmio caracteristico e, por isso, 0S
mesmos valores préprios. De fato, sejam f : V — V um operador linear e A e B bases de V.
Tendo em vista que a relagdo entre matrizes semelhantes é

Te=Q'TAQ,
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Conforme foi visto em 4.3, vem:

det (Ts—Al) =det (Q*TaQ—-21)
=det Q' TaQ-2Q"1Q)
=det (Q" (Ta-21)Q)
=det Q" x det (Ta-A 1) x det Q
=det Q' x det Q x det (Ta- A 1)
= det (Q* Q) x det (Ta- 1 1)
=detlxdet(Ta-21l)
= det (Ta- A1)

5.4 — DIAGONALIZACAO DE OPERADORES

Sabe-se que, dado um operador linear f : V — V, a cada base B de V corresponde
uma matriz Tg que representa f na base B. Prestende-se obter uma base do espaco vetorial V
de modo que a matriz de f, nessa base, seja a mais simples possivel. A seguir se vera que essa
matriz € uma matriz diagonal.

5.4.1 — Propriedades

I) Vetores proprios associados a valores proprios distintos de um operador linear f: V
— V séo linearmente independentes.

A demonstragdo sera feita para o caso de f : IR> — IR? em que %, e A, sdo distintos.
Sejam f (v1) = A1 vy e f(v2) = A, v, cOM Ay # A, € considere-se a igualdade
a1Vi+a V=0 1)
Pela linearidade de f, tem-se:
arf (v) +axf(v2) =0

ou

AV T+ V=0 (2)

Multiplicando ambos os membros da igualdade (1) por A;, vem
vy + aivo =0 (3)
Subtraindo (3) de (2), tem-se
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a2 (A2 - M) V2 =0,
mas,
ho-h1#0evy=0,
logo, a; = 0.
Substituindo a, por seu valor em (1) e tendo em vista que v; # 0, tem-se
a=0
Portanto, o conjunto {vi, vo} € LI, pois (1) s6 admite a solu¢do trivial a; =a, =0

I) Se f : V — V é um operador linear, dim V = n e f possui n valores proprios
distintos, o conjunto {vi, v ..., v, }, formado pelos correspondentes vetores prdprios, € uma
base de V.

Esta propriedade é consequiéncia imediata da propriedade anterior.

Exemplo
Dado o operador linear f : IR> - IR? f (X, y) = (-3x — 5y, 2y), os valores
préprios de f sdo A; = 2 e A, = -3 (a cargo do leitor). Calculando os vetores
proprios, obtém-se:

a) Parali;=2,0svetoresv; =(1,-1), x #0;

b)  Para X, =-3, osvetores v, = x (1, 0), x # 0.

Tendo em vista que A1 # A2, 0 conjunto {(1, -1), (1, 0)} é uma base IR

1) Se um operador linear f : IR®> — IR admite valores proprios A1, A e A3 distintos,
associados avy, Vv, € V3, respectivamente, a propriedade 1) assegura que o conjunto P = {vy, vy,
va} é uma base do IR®.

Tendo em vista que
f(V1)+7\,1V1+0V2+0V3
f(Vz):OV1+7L2V2+0V3 3
f (V3) =0 vy + 0vy + Agvs,
o operador f é representado na base P dos vetores proprios pela matriz diagonal
A 00
Tp = [O }Lz 0
0 0 A;

=D,
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cujos elementos da diagonal principal sdo os valores préprios de f. A matriz diagonal D é a
mais simples representante do operador linear f.

5.4.2 — Matriz Diagonalizavel

Sendo A a matriz canonica do operador f, as matrizes A e D s&o semelhantes por
representarem 0 mesmo operador em bases diferentes. Logo, a relagdo entre matrizes
semelhantes (ver item 4.3) permite escrever

DQ'AQ 1)
sendo Q a matriz de mudanca de base de P para a matriz canonica

C={e1=(1,0,0),e,=(0,1,0),e3=(0,0,1) }.

Tendo em vista que

Q=Cc'P=1'P=P,

a igualdade (1) escreve-se:

D=P!AP, (@)
sendo P a matriz cujas colunas sdo os vetores préprios do operador f (P esta designando tanto
a base dos vetores proprios de f quanto a matriz ora descrita; no contexto, identifica-se
quando se trata de uma ou de outra).

A igualdade (2) da motivo a definicdo a seguir:

A matriz quadrada A é diagonizavel se existe uma matriz inversivel P tal que P* A P
seja matriz diagonal.

Diz-se, nesse caso, que a matriz P diagonaliza A ou que P € a matriz diagonalizadora.

A definicdo acima pode ser expressa de modo equivalente: um operador linear f : V
— V é diagonalizavel se existe uma base de V formada por vetores proprios de f.

125

——
| —



VETORES PROPRIOS E VALORES PROPRIOS — Capitulo 5

5.4.3 — Problemas Resolvidos

1) Determinar uma matriz P que diagonaliza a matriz

3 -1 1
A=(-1 5 -1
1 -1 3

e calcular P A P.
Solucédo

Os valores préprios e 0s correspondentes vetores proprios de A sdo A; =2 e vy = (1,0,
-1), A2=3evy=(1,1,1), As=6ev3=(1, -2,1) (Ver Apéndice, A.19.1 - Prob. 2).

Corno 0s A; sdo distintos, o conjunto P = { vi, V5, v3 } forma uma base do IR® e,
portanto, a matriz

1 1 1
0 1 -2
-1 1

1

P =

diagonaliza A

Calculando P* A P, obtém-se:

1o _1%
2 %13 -1 o1r1o1 o1

PlAP:E > 3l [-1 5 -1 0 1 =2|=
1_111—13—111
6 3 6

2 00

=10 3 0o|=D

0 0 6

2) Dado o operador linear f : IR> — IR? definido por
f(X,y) = (4x + 5y, 2x +v),

determinar uma base do IR? em relacdo & qual a matriz de f é diagonal.

126

——
| —



VETORES PROPRIOS E VALORES PROPRIOS — Capitulo 5

Solugédo
A matriz candnica de f é

_[4 5
A=l 4

No problema 1 de 5.2.3, viu-se que os valores préoprios de f (ou de A) sdo Ay, =6e A,
= -1 e os correspondentes vetores proprios sdo vi =X (5, 2) e v, =x (1, -1).

A base em relacdo a qual a matriz de f é diagonal é P = {vy = (5, 2), v = (1, -1)}, base
formada pelos vetores proprios de f e, portanto, a matriz

P=[, il
diagonaliza A.
1 1
sl I UG Al o
7 7

e Se na matriz P for trocada a ordem dos vetores coluna, isto &, se se fizer

1 5

P:[—1 2

amatrizD =PAP sera

3) Determinar uma matriz P que diagonaliza a matriz

2 -1 0
A=fo 1 -1

0 2 4
Solugéo

Os valores proprios e os correspondentes vetores proprios de Asdo A =i, =2ev; =
(1,0,0), A3 =3ev3=(1,1,-2),sendo v, e v3 LI (propriedade I, item 5.4.1) (a cargo do
leitor).

Como s6 existem dois vetores LI do IR® ndo existe uma base P desse espaco
constituida de vetores préprios. Logo, a matriz A ndo é diagonalizavel.

e O problema 2 de 5.5.1 mostrard um exemplo de matriz A que, também como a
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deste problema, sé possui dois valores proprios mas, em correspondéncia, existe
uma base P de vetores proprios e, conseqlientemente, A ¢é diagonalizavel.

5.5 - DIAGONALIZACAO DE MATRIZES SIMETRICAS -
PROPRIEDADES

I) A equacdo caracteristica de uma matriz simétrica tem apenas raizes reais.

A demonstracdo seré feita somente para o caso de uma matriz simétrica A de ordem 2.
Seja a matriz simétrica

_[P T
A'[r q]
cuja equacdo caracteristica é
det(A-xl):|p;K r
isto é,
(P-2)(@-2)-r’=0
Pa-Ap-Aq+Ai—r’=0
22-(p+a) 2+ (pg-r’)=0

O discriminante dessa equacédo do 2° grau em A é

(p+a)°-4 (1) (pg - 1) =p°+2pg + g°- 4pq + 4r° = (p-q)° + 4r°

Tendo em vista que esse discriminante € uma soma de quadrados (ndo-negativa), as
raizes da equacdo caracteristica sdo reais e, por conseguinte, a matriz A possui dois valores
proprios.

I) Se f : V — V é um operador linear simétrico com valores proprios distintos, 0s
vetores proprios correspondentes sdo ortogonais. De fato, sejam A, e A, dois valores proprios
de um operador linear simétrico f com Ay # A,. Sejam, ainda, f (v1) = A1 vie f (Vo) = Ao vy, isto
€, sejam vy e v, vetores proprios associados, respectivamente, a A, e A,. Pretende-se mostrar
que vi. Vv, =0.

Sendo f um operador simétrico, pela propriedade 4.5.1, vem

f(Vl) Vp=vq . f (Vz)
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ou
7\,1V1. Vo=V1. 7\.,2V2
M(vi.V2) - A2 (V1. Vv2) =0
(R1-22) (vi.v2) =0
Como A1 — A, # 0, segue-se que vy . Vo =0, ou seja, vy L vy.

e Em 5.4.2 viu-se que uma matriz A é diagonalizada pela matriz P da base dos
vetores proprios por meio de

D=P!AP (1)
No caso particular de A ser simétrica, P serd uma matriz de uma base ortogonal, de
acordo com a propriedade Il. As vezes, por conveniéncia, ha interesse que a base P, além de

ortogonal, seja ortonormal, o que se obtém normalizando cada vetor.

Assim, nessa condi¢do, de acordo com a propriedade Il de 4.4.1, por ser a matriz P
ortogonal, tem-se:

P! =P earelacio (1) fica
D=P'AP,

dizendo-se, nesse caso, que P diagonatiza A ortogonalmente.

5.5.1 — Problemas Resolvidos

1) Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz simétrica

7 =2 0
A=|-2 6 —2]
0 -2 5
Solugéo

Conforme se viu no problema 2 de 5.2.3:

a) os valores propriosde Asdo A1 =3, A, =6eA3=9;
b) os vetores proprios correspondentes sdo vi = (1, 2, 2), Vo= (2, 1,-2) e v3= (2,-2, 1).
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Normalizando os vetores vy, v e V3, obtém-se 0s vetores proprios unitarios associados,
respectivamente, aos valores proprios Ay =3, A, =6 e A3 =9:

v (1,22 (1L,2,2) (1,2,2)_(1 2 2)
M VEr 2 22 3 3'3'3
v (2,1,—2)_(2 1 2)
N NG 3’3’3
v (2 2,1)_(2 2 1)
PN NG 3’3’3
A matriz
12 2
3 3 3
2 1 2
p=|= = ==
3 3 3
2 _2 1
3 3 3

cujas colunas sdo as componentes dos vetores proprios ortonormais py, [z € U3 € ortogonal:

Mi.M1=H2. M2 = M3 . M3 =1
Mi.H2=H1.Hg=H2.H3=0

A matriz P diagonaliza A ortogonalmente uma vez que

D=P*AP=P'AP:

2 2 1 2 2

3. 3 3lr7 -2 o012 3 3 300
p=[2 1 -2 [—2 6 —2] s 3 —§=[o 6 0]

22 1 0 =2 51|, 2 1 0 0 9

3 3 3 3 3 3

2) Dado o operador linear simétrico f : IR® — IR® definido pela matriz

1 0 -2
0 0 0].
-2 0

4

A=

determinar uma matriz ortogonai P que diagonaliza A.
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Solugédo

a) Os valores proprios e 0s correspondentes vetores proprios de A sdo A1 =5ev; = (1, 0, -2),
h2=23=0ev= (2z,v, z) comy e z ndo simultaneamente nulos.

Quando v depende de mais de uma varidvel (v = (2z, y, z)) como acontece neste caso,
pode-se associar a ele mais de um vetor préprio, entre si

LI, e correspondentes ao mesmo valor proprio, contrariamente ao que sucedeu no
problema 3, item 5.4.3. De fato:

Fazendo,y = 0 e z = 1, por exemplo, obtém-se um vetor v, =(2,0,1); e paray =1
e z =0, por exemplo, obtém-se outro vetor vs= (0, 1,0), vetores estes que sdo vetores proprios
linearmente independentes e ortogonais, associados ao mesmo valor proprio A, = A3. =0

b) Normalizando v, v, e v, obtém-se 0s vetores préprios ortonormais de A:

v (1,0,-2) _(1,0,—2)_(1 oi)
“1_|v1|_\/12+02+(—2)2_ V5 W5 45
_ V2 _ (2,0,1) =(2,0,1)=(i Oi)
ol VErorr 12 V5 V5 W5

vy 0L) _OL)_ oo

ST N e e E A

c) Como o conjunto P = {{, M2, Hs} € uma base ortonormal do IR® formada por vetores
préprios ortonormais de A, a matriz

1 2
N

pP= 0O 0 1

_2 1 9
V5 5

diagonaliza A ortogonalmente.
e E importante observar que se v, . vz # 0, seria necessario utilizar o processo de

Gram-Schmidt para se obter os vetores proprios ortogonais, isto é, para que v, . v3= 0 e, em
conseqliéncia, 0s vetores [y, U2 € 3 Serem ortonormais.
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SIMPLIFICACAO DA EQUACAO
GERAL DAS CONICAS

6.1 — CONICAS

Chama-se cdnica ao lugar geométrico dos pontos do IR? cujas coordenadas (X, y), em
relagdo a base candnica, satisfazem a equacéo do 2° grau

ax?+by?+2cxy +dx +ey + =0 (6.1)
na qual a, b e ¢ ndo séo todos nulos.

Sendo S = {e1= (1,0), e2= (0, 1)} a base canénica do R*e M (X, y) um ponto qualquer
pertencente a uma cénica (uma elipse, por exemplo — Figura 6.1), pode-se escrever

Vs = OM = (X, Y)

6.2 — SIMPLIFICACAO DA EQUACAO GERAL DAS
CONICAS

YA
Com o proposito de reconhecer uma conica e
simplificar a equacdo geral que a representa, a
equacdo (6.1) sera, a seguir, minuciosamente
analisada.
b L : M
\ %
e, A
0 Fe1 X

Figura 6.1
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a) O polinémio ax® + by? + 2 cxy, conhecido como forma quadréatica no plano, pode ser
representado por

viAv =0 v [2 (][] (1)
se se considerar
=[] ea=[3 {]

Observe-se que & forma quadratica ax? + by? + 2cxy esta sendo associada uma matriz
simétrica A.

b) Em 5.5, viu-se que a matriz simétrica A é diagonalizada pela matriz ortogonal P dos
vetores préprios ortonormais:

t
PPAP=D= [0 /12] ()
sendo A e A, 0s valores proprios de A.

Chamando de x’ e y’ as componentes do vetor v na base ortonormal P = {u; = (X131,
X12), M2 = (X1, X22), iStO &, v, = (X°, y”), tem—se:

Vs =PV, 3)
sendo P a matriz de mudanca de base de P para S.

A igualdade (3) pode ser escrita na forma matricial

X x X

b=l 2l [ @

Tendo em vista a igualdade (3), a expressdo v A v, pode ser escrita assim:

vEA v, =(Pvp)' A (P Vp)
ou

vEA v, = (WEPY A (P vp)

vEAv, = vt =(P'AP) vp
PPAP=D

vEAvs = v Dvp (5)
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Considerando

o<l
e as igualdades (1) e (2), a igualdade (5) fica:
= [l w o [ 2] B ®

ou
ax? + by? + 2exy = Ay X2 + Ay v

Assim, a forma quadrética ax’ + by? + 2cxy pode ser sempre substituida pela sua
equivalente 11 x’? + A, y*%, chamada forma canénica da forma quadrdtica no plano ou forma
quadratica diagonalizada.

c) A equacdo (6.1), item 6.1, na forma matricial é

o 2 5] (e e [er=c 0

c

e levando em consideracdo as igualdades (6) e (4), a igualdade (7) passa a ser

o1 o o] felete e [ 3] [ =o

M X2+ A y?+px’ +qy’ +F=0, (8)

ou

na qual A; e A, sdo os valores proprios da matriz simétrica A, x’ e y’ as componentes
do vetor v na base P = {].ll = (X11, X12), H2 = (X21, Xzz)}, p= d XiiteXpeqg= d X1+ € Xoo.

A equacdo (8) ¢é a equacdo da conica dada em (6.1), porém referida ao sistema x’ 0 y’
cujos eixos sdo determinados pela base P = {p, po} (Fig. 6.2.a).

Y YA

Figura 6.2.a

——
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N&o é demais insistir: a equagdo (6.1), item 6.1, representa a conica referida ao
sistema x 0 y enquanto a equacao (8) representa a mesma conica, referida, porém, ao sistema
x’0 y’. Assim, a passagem da equacdo (6.1) para a (8) ocorreu por uma mudanca de
referencial, isto €, por uma mudanca de base. Assinale-se que esta passagem implicou uma
simplificacdo: enquanto a equacdo (6.1) apresenta o termo misto emxy, a equacao (8) é
desprovida dele.

d) A equacdo (8) pode ainda ser simplificada com o objetivo de obter a equacéo
reduzida da conica. Para tanto, efetua-se uma nova mudanca de coordenadas por meio de
uma transla¢ao do referencial x’0 y’ para um novo X 0’Y (Fig. 6.2 b). Esta mudanca de
referencial é chamada translacao de eixos.

A translacdo de eixos, j& estudada em Geometria Analitica®, sera vista apenas na
pratica por ocasido da solucdo de problemas.

VA 2

o

v

Figura 6.2.b

6.3 — CLASSIFICACAO DAS CONICAS

Antecipando o que a prética vai mostrar, a equacdo reduzida da cénica, obtida por
meio de uma translacéo de eixos, tera uma forma que dependera dos valores proprios Aq e A,
que constam da equacéo (8). Uma das duas situagcdes seguintes, como se verd nos problemas
resolvidos, podera ocorrer:
1) X\ie Aysdo diferentes de zero.
Nesse caso, a equacdo reduzida da conica sera da forma
MXE+A Y2 =F

e representa uma conica de centro. Esta conica seré:

2Ver Geometria Analitica - Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle - Editora McGraw-Hill Ltda.
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1) do género elipse, se A1 e A, forem de mesmo sinal;

ii) do género hipérbole, se A, e A, forem de sinais contrarios.

2) Ap0u 2, €igual a zero.
Se A1 =0, a equacao reduzida da conica sera da forma
Y2 +pX=0 (2)
Se L2 =0, ter-se-a
M X2+qY=0
As equacdes (2) e (3) representam uma cOnica sem centro do género parabola.

6.4 - PROBLEMAS

Antes de enunciar problemas, um resumo dos itens 6.2 e 6.3 sera Util para facilitar a
obtencdo da equacéo reduzida de uma conica e sua classificacao:

1°) A equagdo geral da conica
ax’+by’+2cxy+dx+ey+f=0

é representada matricialmente por
e [ 5IB]+ e a f]er=o

que, por mudanca de base, é tranformada na equacao

x 1[5 ) [;Z] vl el [ [;i] +f=0

ou

MxZ+ayi+px+f=0

2°) Esta ultima equacéo, por translacéo de eixos, € transformada numa das equagdes
reduzidas

(1): M X2+ A Y2=F

(2): L Y2+ pX =0

(3): M X2+qY=0
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A (1) representa uma conica de centro (género elipse ou hipérbole, conforme i e A,
sejam de mesmo sinal ou de sinais contrarios); a (2) e a (3) representam (conforme seja A; =0
ou A, = 0) uma cOnica sem centro, género parabola.

6.4.1 — Problemas Resolvidos

1) Determinar a equacado reduzida e o género da conica representada pela equacéo

2%+ 2y + 2xy + T2 x+ 52y +10=0 (1)

Solucédo

a) 1°) Mudanca de base

A equacdo (1) na forma matricial é

v [2 ] [l+ vz sval [j] + 10=0

que, por uma mudanca de base (mudanca de referencial), é transformada na equacao

e [y Ao sm 2 ] o0 @

na qual A, e A, sdo os valores proprios da matriz simétrica
A= [2 1
1 2
e as colunas

xll] X21]

= e =
251 [x1z H2 X7

s80 0s vetores proprios unitarios de A, associados a A; e Ap, respectivamente. Os valores
proprios de A sdo

M=3ei =1

e 0s vetores proprios de A sdo vi = (1, 1) e v, = (-1, 1), sendo o0s seus respectivos vetores
unitarios

mils

olis
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V2
(Os célculos ficam a cargo do leitor). Logo, a equacdo (2) fica:

w oyl Y] [;] + [7v2 s5v2l |y _‘/E [;:]+10=0
\/E

Sk

Sl

ou
3x%+y 2+ 12x7 -2y’ + 10 = 0,

(3)

que € a equacdo da conica (1), referida ao sistema x’ 0 y’ cujos eixos sdo suportes de Vi € V;

(ou de p e pp) - (Fig. 6.4.1.).

Figura 6.4.1.a

* Os eixos do sistema x’ 0 y’ tanto podem ser suportes de Vi OU 3 € de V, 0U pp, POrque esses

vetores tém, respectivamente, a mesma dire¢do e o mesmo sentido.
2°) Translacéo de eixos

A equacéo (3), por meio de uma translacdo de eixos, pode ser simplificada. De fato:

3%+ y?+ 12x7 - 2y’ +10=0

(B3x?+12x°) + (y**- 2y’) =-10

3(x2+4x°) + (v - 2y°) =-10

3(xPH4AX +4) + (y2- 2y +1)=-10+3(4) + 1
3(x’+2)%+(y -1)2=3
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Pelas formulas de translacdo de eixos, fazendo
X=(x+2)
Y=(y-1),
a equacdo (4) fica
3X*+Y*=3
ou
X? Y?

—+—=1
1+3

que € a equacdo reduzida da conica (1), referida ao sistema X 0’ Y no qual 0’ (-2, 1), sendo as
coordenadas de 0° medidas no sistema x” 0 y’.

b) A cbnica, representada pela equacdo (1), € uma elipse cujos semieixos medem 1 e
\/3, estando o eixo maior sobre o eixo dos Y (Fig. 6.4.1.b).

Figura 6.4.1.b

2) Determinar a equacdo reduzida e o género da conica representada pela equacéo
16x2- 24 xy + 9 y?- 15x - 20y +50 = 0

Solugéo
a) 1°) Mudanca de base
A equacdo (1) na forma matricial é
16 —-127 [¥ X _
N o) ]+ =15 200 [)] + s0=0

que, por uma mudanca de base, é transformada na equacéao

RGN [;]+ 15 200 [ 7] [§]+ 50 = 0 2)
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na qual A, e A, sdo os valores proprios da matriz simétrica
_[ 16 -—-12
A= [—12 9 ]
e as colunas

x11]

x21]
X12

Uz = [xzz

H1 = [
s80 0s vetores proprios unitarios de A, associados a A1 e A, respectivamente.

Os valores proprios de A sdo A3 =0 e A, = 25 e 0s vetores proprios de A sdo vi = (3,4)
e v, = (4, -3), sendo 0s seus respectivos vetores unitarios

3
3 4 5
e G o]
5
4
(4 3 _ 5
(Y ome| ]
5
(Os célculos ficam a cargo do leitor). Logo, a equacao (2) fica
3 4
vl [y o [;] + [-15 —20] i 53 [;] +50 =0
5 5
ou
25y2-25x’+50=0
ou ainda
y2-x"+2=0 (3)

que é a equacéo da conica (1), referida ao sistema x” 0 y’ cujos eixos sdo suportes de Vi € V
(ou de py e p).

2°) Translacéo de eixos
A equacéo (3), por meio de uma translacdo de eixos, pode ser simplificada. De fato:

y’z—x’+2:0
y'i=x-2
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(y -0 =x"-2 (4)

Pelas formulas de translacdo de eixos, fazendo
X=(x-2)
Y= (Y’— O)’

a equacdo (4) fica

Y =X
que € a equacao reduzida da conica (1), referida ao sistema X 0” Y no qual 0’ (2, 0), sendo as
coordenadas de 0’ medidas no sistema x” 0 y’.

b) A conica representada pela equacdo (1) é uma paradbola de pardmetro igual a % sendo
0 seu eixo o eixo dos X (Fig. 6.4.1.c).

y
A

Figura 6.4.1.c

3) Determinar a equacdo reduzida e o género da conica representada pela equagao
Ax% — 3y? + 24xy — 156 = 0 (1)
Solugéo
a) Tendo em vista que essa equacgédo ndo apresenta os termos de 1° grauem x ey (d =
e = 0 na equacdo (6.1), item 6.1), a solucdo dependera somente da mudanca de base. A

equacdo (1) na forma matricial €

4 12

x (5 B]-1s6=0

que, por uma mudanca de base, se transforma na equacéo
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! 4 /11 0 x, —
<[5 2] ] - e
na qual A, e A, sdo os valores proprios da matriz simétrica
_[4 12
A=ls 5

O célculo dos vetores proprios (ou dos seus correspondentes vetores unitarios), como
se V€ na equacdo (2), é dispensavel para a obtencdo da equacgdo reduzida, a ndo ser que se
deseje construir o grafico da cénica (que € o caso presente, por razdes de ordem didética),
pois sdo esses vetores que determinam o novo referencial x” 0 y’.

Os valores proprios de Asdo A =-12e A, =13,sendovi=(3,-4)ev, = (4,3) 0S

vetores proprios associados, respectivamente a A; € A,. (Calculos a cargo do leitor). Logo, a
equacéo (2) fica

X' y] [_13 lg] [;] 156 =0

ou

—12x% + 13y°2 = 156
ou ainda

yE o

12 13

que é a equacdo reduzida da cbnica (1) referida ao sistema x’ 0 y’.

b) A cbnica representada pela equacdo € uma hipérbole com eixo real sobre o eixo dos
y’ (Fig. 6.4.1.d), sendo o semi-eixo real igual a v12.

Figura 6.4.1.d
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Leitura: A Ocorréncia das Conicas

Extraido do site: http://ccins.camosun.bc.ca/~jbritton/jbconics.htm

Matematicos tém o habito de estudar, apenas por diversdo, coisas que parecem ndo ter
utilidade entdo séculos mais tarde seus estudos adquirem enorme valor cientifico.

N&o ha melhor exemplo disso que o trabalho feito pelos gregos nas curvas conhecidas
como conicas: a elipse, a pardbola e a hipérbole. Elas foram estudadas primeiramente pelos
discipulos de Platdo. Nao houve aplicacao cientifica importante para as conicas até o seculo
17 quando Kepler descobriu que os planetas se movem em trajetdria eliptica e Galileu provou
que projéteis viajam em trajetdrias parabdlicas. Apol6nio de Perga, gedmetra grego do século
3 A.C., escreveu o maior tratado sobre essas curvas. No seu trabalho intitulado “Conicas” foi
0 primeiro a mostrar como todas as trés curvas, juntamente com o circulo, poderiam ser
obtidas através da interse¢do de um plano com dois cones conforme a figura abaixo.

Circle Ellipse Parabola Hyperbola

Aelipse

Embora ndo tdo simples quanto o circulo, a elipse é
sem ddvida a curva mais vista no dia-a-dia. O motivo é que
todo circulo visto obliqguamente parece eliptico.
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Qualquer cilindro cortado inclinadamente
revelara uma elipse na secdo transversal (como visto
no Planetario Tycho Brahe em Copenhagen).

Se vocé inclinar um copo de agua, a superficie vai
adquirir um contorno eliptico.

Os primeiros astronomos gregos
achavam gue os planetas se moviam em
orbitas circulares em torno da Terra (que era
considerada estatica).

No século 17, Johannes Kepler
descobriu que cada planeta viaja ao redor do
sol em uma Orbita eliptica. Nesse caso, o sol
esta em um dos seus focos.

As oOrbitas da lua e dos satélites artificiais da Terra sdo também elipticas como
também sdo as trajetorias dos cometas em drbita permanente ao redor do sol.

O cometa Halley leva aproximadamente 76 anos para viajar ao redor do sol. Edmund
Halley viu o cometa em 1682 e previu corretamente o seu retorno em 1759. Embora ele nédo
tivesse tido oportunidade de viver para ver sua previsao se realizar, 0 cometa recebeu o0 seu
nome.

Numa escala muito menor, os elétrons de um 4tomo se
movem em Orbitas aproximadamente elipticas com o nucleo
num dos seus focos.
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A elipse tem uma propriedade importante que é
usada na reflexdo da luz e de ondas sonoras. Qualquer
luz ou sinal que é emitido num dos focos sera refletido
para o outro foco.

Esse principio é usado em litotripsia, um
procedimento médico para tratar pedra nos rins. O
paciente é colocado num tanque de &gua eliptico de
forma a posicionar a pedra num dos focos. Entdo, ondas
de choque de alta freqliéncia geradas no outro foco sdo
concentradas na pedra pulverizando-a.

O principio € também usado na construcdo de
edificacfes como a Catedral de S&o Paulo em
Londres. Se uma pessoa sussurra perto de um dos
seus focos ela podera ser ouvida no outro foco,
embora ndao possa ser ouvida nas suas proximidades.

A Pardbola

Uma das mais conhecidas ocorréncias da parabola é
a trajetoria de uma bola de golfe sujeita a gravidade quando
se despreza o atrito com o ar.

A descoberta, por Galileu no século 17, que a
trajetdria de projéteis € parabdlica tornou possivel a
determinacéo da trajetdria das balas de canhéo
quando langadas num determinado angulo.

145

——
| —



O movimento do centro de gravidade dos corpos
como no salto dos golfinhos € descrito por uma parabola.

A maneira mais simples de visualizar a
trajetoria parabolica de um projétil é observar o
esguicho de agua de um bebedouro.

Parabolas exibem propriedades refletivas ——
interessantes. Se uma fonte de luz é posicionada no focode —  _______ i
um espelho parabdlico, a luz seréa refletida em raios
paralelos ao seu eixo formando um feixe de luz. Por causa
dessa propriedade, superficies parabdlicas sdo geralmente
usadas nos farois de carros e motos.

O principio oposto € usado nos telescopios e em
antenas que recebem ondas de radio e televiséo vindas
do espago. O feixe vem na direcéo da superficie
parabdlica e é enviado para o ponto focal.
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Ondas de calor, assim como a luz e ondas
sonoras, podem ser refletidas para o ponto focal de uma

superficie parabdlica.

Se um material inflaméavel for posicionado no \ \
foco de um refletor parabdlico direcionado para o sol, [ Z
entdo o material pode pegar fogo (a palavra foco vem do \

latim focus e significa local de fogo).

Um forno solar produz calor focando a luz do sol
através de um arranjo como mostrado na figura ao lado.
O movimento do conjunto de espelhos é
computadorizado e permite seguir a posicao do sol
durante o dia.

A figura ao lado mostra um
concentrador parabélico de raios solares
para altas temperaturas (80° a 250°C)
usado para fins de secagem,
pasteurizacao, producao de vapor, etc.

Existe um enorme concentrador solar na Franca
(nos Montes Pirineus) com 54 m de comprimento por 40
m de altura constituido por 9500 espelhos de 45cm de
lado.

No foco do espelho atinge-se uma temperatura de
aproximadamente 3800°C. Estas temperaturas sio
aproveitadas para conversdes de energia, fusdo, etc.

147

——
| —



Existe uma histdria que Arquimedes,
durante o cerco de Siracusa, conseguiu incendiar
navios romanos usando espelhos que enchiam de
pavor 0s invasores.

Arquimedes, que j& conhecia as
propriedades das conicas, recorreu a um espelho
parabolico colocado de modo a concentrar os raios
de sol num s6 ponto, desviando-o depois para uma
embarcacao romana que comegava a pegar fogo.

Os voos parabolicos sdo praticamente o Unico
meio na Terra capaz de reproduzir o efeito da
gravidade zero, com tripulantes humanos a bordo.

Durante um destes voos, o Airbus “Zero-G”
efetua primeiro uma subida vertiginosa de 7600m, o
que gera uma aceleracdo de 1.8g (ou seja, 1.8 vezes a
aceleracdo da gravidade no solo) durante 20 segundos.

O piloto reduz entdo o impulso do motor a
praticamente zero, fazendo com que 0 aviédo descreva
uma parabola. O avido continua a subir até atingir o
ponto de inflexdo da parabola, a 8500 metros, e logo
depois comeca a descer.

A descida demora cerca de 20 segundos,
durante os quais os passageiros flutuam, devido a
queda-livre do avido. Quando o angulo com a
horizontal atinge os 45°, o piloto acelera de novo e o
avido retoma o vdo horizontal estavel. Estas manobras
sdo repetidas 30 vezes por voo.



http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm27/matematicos2.htm#arquimedes

A Hipérivele

A onda de choque de uma explosao a
velocidade do som tem a forma de um cone e a
interse¢do com o solo tem a forma de parte de uma
hipérbole. A onda de choque atinge todos 0s pontos
da hipérbole ao mesmo tempo de forma que todas as
pessoas em diferentes locais ao longo da curva
escutam ao mesmo tempo.

|

A revolucdo de uma hipérbole em torno
do seu eixo forma uma superficie chamada
hiperboldide. A enorme chaminé de uma usina
nuclear tem a forma de um hiperbol6ide assim
como a arquitetura do planetéario James
McDonnell.
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Secao 1 — Espacos Vetoriais

Definicdo 1. Um espaco vetorial E € um conjunto cujos elementos
(denominados vetores) podem ser somados ou multiplicados por
escalares (numeros reais).Estas operacfes de adicdo e multiplicacéo
devem satisfazer:

comutatividade: v, +v, =V, +V,

Associatividade: (v, +V,)+V, =V, +(v, +V;)e(cc,)v, =c¢,(cVv,)
Distributividade: c(v, +V,) =cv, +cv, e(C, +C,)V=CV+C,V
Vetor nulo: v+ 6 =v (para um vetor 0 independente de v)
Inverso aditivo: v+ (—Vv) = 0 (para um vetor —vque depende de v)

Multiplicacédo por 1:1v=v

Para quais quer vetores v,v,,Vv,,V, € E e qualquer escalares c,c,,c, e R

Exemplo 2. Os conjuntos R,R* R ..IR",R”(0 conjunto de todas as
sequéncias infinitas

de nameros reais), F (R;R) (o conjunto de todas as funcdes de R em R
, isto é, fungdes de uma variavel )sdo espacos vetoriais.

Propriedade 3. Se E é um espaco vetorial, para quais quer
u,v,we Eea eR ,valem

Ov= 6;05.6 =0;(-)v=-v
u+v=u+w=v=w("leidocoret™)

1.1 Dada as matrizes

(a) calcule a matriz 3a -2b+c
(b) Ache nameros «ae pB, ambos

2 30 diferentes de zero, tais que
T2 31 aa+pb+ctenha a  primeira
3 4} coluna nula.

12 13 1 1.2. Mostre que as operagOes definidas no

texto fazem realmente dos conjuntos

——
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R",M(mxn) e F(X;R)espacos
vetoriais.

1.3. Ache o valor de t que torna a matriz
abaixo igual a matriz nula:

-1  t?-t
t2-1 t?-3t+2

1.4.determine os vetores u,ve R*sabendo
que as coordenadas de u sdo todas
iguais, a ultima coordenada de v é
igual a 3 e u+v=(1,2,3,4).

1.5. Dados u=(1,2,3), v=(3,2,0) e w=

(2,0,0),ache numeros «, g

1.6. Dados os vetores

v,=121),v,=(212),v,=(3,3,2) ey,

=(1,5,-D)emR?,
determine os vetores
u=v,-3v,+2v,-Vv,,v
=V, +V, =V, -V, eW

=V 1v 4v
- '3 3 2 3 1
1.7.Considere a seguinte afirmacao: “Num
espaco vetorial E existe um Unico
vetor nulo e cada elemento de E
possui um dnico universo”. Qual fato
demostrado nessa secdo assegura que
esta afirmacdo e verdadeira?
1.8. Use os axiomas do espaco vetorial E
para provar que, se veEen é um
numero natural entdo n.v = v+...+v(n
parcelas).

1.9 Sejam u.v vetores ndo nulos do espaco
vetorial E. Prove que v € mdultiplo de u
se , e somente se, u € maltiplo de v.
Que se pode dizer caso nao
suponhamos uev ambos diferentes
de zero ?

1.10.Sejam  u=(X,....x,)ev=_(Yy . Y,)
vetores em R" . Prove que um deles é

——
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maltiplo do outro se, e somente se,
Xy, =Xy, paraquaisquer i, j=1,...,n.

1.11.Use as relacdes
2(U+V)=2u+2v,2w=W+W para
prover que a comutatividade
U+Vv=v+u pode ser demonstrada a

partir dos demais axiomas de espaco
vetorial.

1.12. Em R? )mantenhamos a definicéo

do produto avde um numero por um
vetor modifiquemos, de 3 maneiras
diferentes, a definicdo da soma u+v
dos vetores u =(x,y)ev=(x",y").Em
cada tentativa, dizer quais axiomas de
espaco vetorial continuam sélidos e
quais sdo violados:

(1) u+v=(X+y,x+y)

(2) u+v=(xx",yy";

(3) u+y=(3x+3x'5x+5x")

1.13. Defina a media u*v entre dois
vetores u,v no espaco vetorial E pondo

1 1
u*vzzu +§v.Prove que (u*Vv)*w=

u=*(u*w) se, e somente se, U =Ww.

1.14.Dados os espagos vetoriais E,eE,
E, xE,
(Produto cartesiano de E, porE,),
cujos elementos sdo o0s pares
ordenados v=(v,V,) com
v, €eE, ev, € E, .Defina a operagéo que
tornem E um espago vetorial.
Verifique a validez de cada um dos
axiomas e mostre que sua definicdo se
estende para o0 caso de n espagos
vetoriais E,...E , ou mesmo de uma

frequéncia infinitaE , E,....E, , ...

,considere o conjunto E=

1.15.Sejam X um conjunto qualquer e E
um espacgo vetorial. Mostre que, com
as definicdes naturais, o conjunto

'
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F(X;E)das funcdes f:X >Ese
torna um espaco vetorial. Indentifique
0S casos particulares em que
X ={.,...n},X=N,X = Ax B, onde
A={l,...m}e B={1...,n}.

1.16. Dados os vetores
u=(@1,2,3),v=(3,2,1
( ) ( 3) , obtenha
ew=(-3,2,7) emR
nimeros «, S taisque w=au+ V.

Quantas solugbes admite este
problema?

1.17. Sejam u=(1,1),v=(12)e w=(2,1) .
Ache nimeros a,b,c, a',b’,c"', todos
n&o-nulos ,tais que
au+bv+cw=a'u+b'v+c'w, com
a'=a',b'#c'=c.

1.18.Sejam E wuma espaco vetorial e
u,veE. O segmento de reta de

extremidades u,v é, por definigdo , o
conjunto

u,v ={l-t)u+tv;0<t <13.
Um conjunto X c E chama-se
convexo quando u,ve X = u,v cX.

(Ou seja: o segmento de reta que liga
dois pontos quaisquer de X esta
contido em X .) prove :
(@) Alintersegdo X, N...N X, de
conjuntos convexos
Xy X, CE
E um conjunto convexo.
(b) Dados a,b,ce R 0 conjunto X=

{(x,y) e R*;ax+by <c}é
convexo emR?
(c) O conjuntoY
={(x,y,z) eR*a<x<b,c<y<d}
é convexo emR?®.
(d) Seja X<E convexo . Se r,s,t séo

nameros reais >0 tais que r+s+t
=1
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entdo u,v,we X=ru+sv+..+tv,
,onde

t,...tsao>0et +..+t =1
chama se uma combinacédo
convexa dos vetores V,...,V, € X

ainda pertence a X.

1.19. Prove que disco
D ={(x,y) e R*;x* +y* <1}é um
conjunto convexo.

1.20. um subconjunto C do espaco vetorial
E chama-se um cone quando, para
todo veCetodot>0,temsetveC.

Prove

(@ O conjunto dos vetores veR"
que tem  exatamente Kk
coordenadas positivas
(0<k <n)éum cone.

(b) O o conjunto das fungdes
f:X >R" que assumem
valores negativos em todos 0s
pontos de um subconjunto
fixado Y < Xe um cone em
F(X; R).

(¢) Um cone C c Ee um conjunto
convexo se, e somente se,
uv,eC=u+veC.

(d) A intersecdo e a reunido de uma
familia qualquer de cones sédo
ainda cones.

1.21. Dado um subconjunto X no espago
vetorial E,seja C(X) o conjunto das
combinagfes convexas
tv, +...+tV, (t, =0,>ti=1) dos
elementos de X. Prove que C(X) é
um conjunto convexo, que

X cC(X)equese C' équalquer
subconjunto convexo de E contendo
Xentdo C'>C(X). (Por esse
motivo, diz se que C(X) € o menor
subconjunto convexo de E que
contem X. C(X) chama se a
envoltdrio convexa do conjunto X.)

'
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Secéo 2 Subespacos

Subespaco e subespaco gerado
Definicdo 4. Um subespaco vetorial F de um espaco vetorial E € um
subconjunto ndo-vazio de E que também € um espaco vetorial.

Comentério 5. seja F c E ndo-vazio. Entdo F e um subespaco de E
se, e somente se F for fechado com a relacdo da adicao de vetores e
multiplicacdo por escalares. Em outras palavras, mostrar que um
subconjunto

F é subespaco de E é equivalente a mostrar que
0 eF
vwweF=>v+weF
v eF,aveF

Exemplo 6. Os Unicos subespagos de R* sdo {0}, retas passando
pela origem e o R*todos. Os Unicos subespagos de R® sdo{0},

retas passando pela origem, planos passando pela origem e 0 R®
todo.

Exemplo 7. O primeiro quadrante em R? n&o e um subespago pois
ndo é fechado em relacdo com a adicao.

Definicéo 8. dado X c E, o conjunto S(X) das combinacdes lineares
dos vetores de X, isto é,

S(X){ S civi lcieR,vie x}
i=1

é um sub espaco de E, denominado o subespaco gerado por X.
Soma:

Defini¢éo 9. dados X,Y cE, definimos a soma de X e Y por
X+Y ={v+wlve X,weY}

Propriedade 10. Se F' e F? s&o sub espaco de E, entdo

S(F'U F?) = F'+F?
Defini¢o 11. Dizemos que a soma de dois subespaco vetoriais F* e
F? edireta quando F* n F® = {0}.Neste caso, escrevemos
F'@F?aoinvésde F'+FZ.
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2.1.

2.2.

2.3.

Variedade Afim

Definigdo 12. Dizemos que V < E é uma variedade afim quando a
Reta unindo quaisquer dois pontos de V esta em V , isto €
7,.YeV;te R=>ty+(@0-t)yeV

Propriedade 13. Todos variedade afim V < E ndo-vazia é um sub-
Espaco F transladado, isto é

V =v,+F ={y,+v[veF}

onde v,é um vetor fixo qualquer de V .

E xercicios da secdo 2

Seja R o subconjunto de R
formado pelas sequéncias
V=(X,%,...X,,...) que tém apenas
um ndmero finito de termos X,
diferentes de zero. Mostre que R

é um subespaco vetorial de R e
que as seqliéncias que tém um Unico

termo ndo-nulo constituem um
conjunto de geradores para R .
Use o indice deste livro para

localizar a definicdo de matriz trian-
gular. Mostre que o conjunto F, das

matrizes triangulares inferiores e o
conjunto F, das matrizes

triangulares superiores séo
subespaco vetoriais de M(nXn)

,que M(nXn)=F +F, e que ndo se
tem M(nXn)=F ®F,.

Seja E=F(R;R).Para X c R
qualquer, ponhamos

N (X)={p €E;p(x) =0 para todo
xe X} . Prove:

——
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2.4.

2.5

(a)

(b)
()

para todo Xc R,N(X) é um
subespaco vetorial de E

XY =N(Y) =N(X)
N(XuUY)=(NX) "N (Y)

d NX)={0}=X=R

(&) N(XNY)=N(X)+N(Y)

(f NX) ®N(Y) =E= Y=R-X.

No espaco vetorial E = F(R;R)
sejam:
F' = conjunto das fungbes f: R —

R que se anulam em todos os
pontos do intervalo [0,1]

F? = conjunto das fungdes g: R —
Rque se anulam em todos os
pontos do intervalo [2,3]
Mostre que Fe F,sdo subespacos
vetoriais de E, que E= F + F, e que
ndfotemE=F @ F,.c

Considere os subespagos F,, — F,
R*assim definidos: F, é o conjunto
de todos os vetores v = (x,x,x)que
tem as trés coordenadas iguais e F,
€ 0 conjunto de todos os vetores w =

'
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2.6

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

(x,y,0)que tem a ultima coordenada
igual a zero. Mostre que R* = F, @

F,.

Dados u =(1,2) ev=(-1,2) sejam F,
e F, respectivamente as retas que

passam pela origem em R*e contem
uev. Mostre que R°=F, ® F,.

Sejam F, = S(u,v,)eF, =S(u,,v,)
os subespacos de R*gerados pelos
u, =(0,1,-2),v, =(L11),u,
=(-10,3)ev, =(2,-1,0)
Ache nimeros a,,b,c ea,,b,,c,tais
que se tenha:

FE ={(x,y,2) eR% ax+by+cz=0}
F,={(x,y,2) e R*a,x+b,y+c,z=0}

vetores

No exercicio anterior, mostre que u,
¢ Feque F+ F, = R® Exibaum
vetor ndo nulow eF, NF, e conclua

que ndo setem R*=F @F, .

Prove que S(X) é a intersecdo de
todos os subespacos vetoriais que
contém o conjunto X c E.

Exiba trés vetores u,v,weR*® com

as seguintes propriedades: nenhum
deles é multiplo do outro, nenhuma

das coordenadas ¢ igual a zero e R®
ndo é gerado por eles .

Seja F o subespaco de R® gerado
pelos  vetores u=(111) e
v=(1,-1-1) . Ache numeros a,b,c
com a seguinte propriedade: um
vetor w=(x,y,z) pertenceaF se, e
somente se, ax+by+cz =0.

——
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2.12. Exprime o vetor (1,-3,10) como
combinacdo linear dos vetores
u=(0,0),v=(110ew=(2-35).

: 4 -4

2.13. Mostre que a matriz d =

-6 16
pode ser escrita como com- binacdo
linear das matrizes
(1 2
a= :
34
-1 2

b= e
3 -4
1 -2

c= :

-3 4

2.14. Assinale V(erdadeiro) ou F (also) :

() O vetor w=(1,-1,2) pertence
ao subespaco gerado por u =
(1,2,3) e v=(3,2,2).

() Qualquer vetor em R® pode
Ser expresso como combinacao
linear dos vetores
u=(-532)ev=(3-13).

() Se XcY entdo

S(X)cS(Y)

() Se S(X)cS(Y) entdo
Xc.

() Se uma variedade afim Vc E
contém o vetor zero entdo V é
um subespaco vetorial de E .

2.15. Quais dos seguintes subconjuntos
séo subespacos vetoriais?

(@ O conjunto X c R® formado
pelos vetores v=(x,y,z) tais
que z =3xex=2y.

(b) O conjunto Y cRR® formado
pelos vetores v=(x,Yy,z) tais
que xy =0.

]

)
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2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

(c) Conjunto Z das matrizes 2x3
nas quais alguma coluna ¢€

formada Por elementos iguais

(d O conjunto FcF(R;R)
formado pelas funcgdes
f:R>R tais Que

F(x+1) = f(x) para todo x €
R

O conjunto  LcIR" dos vetores
v=(X,2X,..,nx), onde xeRé
Acrbitrario.

O conjunto dos vetores veR®

que tém duas ou mais
coordenadas Nulas.

O conjunto dos vetores de R*®

que tém pelo menos uma
coordenada >0.

(€)

(f)

(@)

Exprime,em termos das operagdes
num espaco Vvetorial E, uma
condicdo para queu,v,weE sejam
colineares ( isto €, pertencam a uma
mesma reta, que pode conter ou ndo
0 vetor zero ).

Obtenha numeros a,b,c,d tais que
a variedade afim ( plano) de R®

definida pelo equacéo
ax+by+cz=d contenha os pontos
e,=(0,0),

e,=(0,1,0) ee,=(0,0,1).

Prove que, na definicdo de
subespaco vetorial,a condigéo

"0 e F"pode ser substituida por
"F ",

Quais dos seguintes conjuntos sao

subespacos vetoriais ?

(@) o conjunto dos vetores de R"
cujas coordenadas formam uma
pro- gressdo aritmética .

—

156

2.20.

2.21.

(b) Os vetores de R" cujas
coordenadas formam progressao
geométrica .

Os vetores de R"cujas
coordenadas  formam  uma
progressdo geomeétrica de razdo
fixada.

(©)

(d)

Os vetores de R"cuja as
coordenadas  formam  uma
progressdo geométrica de razdo
fixada.

Os vetores de R" cujas primeiras
k coordenadas séo iguais.

Os vetores de R" que tem k
coordenadas iguais.

(9) As seqléncias x, € R”tais que
X, +2—3X, =X, +1paratodo n.

(h) Os vetores (x,y) R”tais que
X* +3x=Yy* +3y

(i) As funcdes f eC”(R)tais que
f'—2f'+f=0

(€)
(f)

Sejam
W, W, , W, 0S
matriz

V,,V,,V, 05 vetores-linha e

vetores colunas da

~N A e
o N
© o w

Verifique as relagoes

V, =2v, -V, W, =2w, —W,. Exprima
W, €W, Como

Combinacdes lineares de v,ev,,e

vice versa. Conclua que os vetores
linha e os vetores e os vetores-coluna
da matriz dada geram 0 mesmo

subespaco de R®

Dé exemplo de uma matriz 3x3 cujos
vetores-linha geram um subespaco

—t
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2.22.

2.23.

2.24

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

de R*diferente daquele gerado pelos
vetores-coluna.

Prove que a reunido de dois
subespacos vetoriais de E é um
subespaco vetorial se, e somente se,
um deles estiver contido no outro.

A partir da definicdo, prove que,
dados os ndmeros a,...,a,,cC,0
conjunto V dos wvetores x =
(X,--y X,,) €R"tais que
ax +..+a,X =C € um subespaco

vetorial de R" se, e somente se, c=0.
Prove a afirmacéo feita no texto de
que V é uma variedade afim.

.Seja Fum subespaco vetorial de E.
Assinale V(verdadeira) ou F (falso)
()SeugF evegFentdiou+veF

( )SeugF e a=0entdoaugF

Diz-se que um subconjunto X de um
espaco vetorial E é simétrico quando
ve X = —-ve X .Prove que um cone
convexo simétrico e ndo vazio e um
subespaco vetorial de E.

de exemplo de um cone convexo que
ndo seja simétrico e um cone
simétrico que ndo seja convexo.

Uma matriz quadrada a=[aij]chama
se simétrica(respec. Anti-simétrica )
qguando aij=aij (respect. Aij=-aij)
para todo i e todo j. Prove que o
conjunto S das matrizes simétricas e
0 conjunto A das matrizes anti-
simetricas n x n sdo subespacos
vetoriais da M(n x n) e que se tem
M(nxn)=S & A.

Seja E = F(R;R).fixada q:R >R
,mostre que o conjunto F de todas as
fungdes f: R — R tais que f(q(x)) =
f(x) € um subespaco vetorial de E.
para qual funcdo gq tem -se F =

——
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2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

conjunto das funcgdes periodicas de
periodo a ? E se fosse q(f(x)) = f(x)?
Ou f(a(x)) = a(x)?.

prove que o0s subespagos vetoriais
gerados por um cone convexo CcE
é o0 conjunto das diferencas u — v,
onde u,v eC. Conclua que o
Conjunto das fungbes f:X—> R que
sO assumem valores positivos é um
Conjunto de geradores de F(X;R).

Diz se que uma funcdo f:X —> Ré
limitado quando existe k>0
(dependendo de f) tal que I f(x)I <k
para todo xe X. Prove que o

conjunto das funcdes limitadas € um
subespaco vetorial de  F(X;R),0

qual ¢é gerado pelas funcdes
limitadas positivas .

Um subespaco vetorial de R°®

gerado por dois vetores ndo-colinea-
res u,vchama-se um plano . Use um

argumento geomeétrico para provar
que o vetor we R® ndo pertence ao
plano gerado por ueventdouyvew
geramR?®

Mostre que o vetor b = (1,2,2) ndo e
combinagéo linear dos vetores v, =
(1,1,2) e v,=( 1,2,1). A partir dai,
formule um sistema linear de 3
equacOes com 2 incdgnitas, que ndo
possui solugdo e que tem o vetor b
como o segundo membro.

Sejam F,,..F, cE
vetoriais. Prove:
(1) O subespaco gerado pela unido
Fu..UF, éoconjunto
F +...+F, das somas
X U...UX, onde

x ek, .x ek.

subespacos

'
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(2) As sequintes afirmacdes séo
equivalentes:
(@) Cada xe K +...+ F, se
escreve de modo Unico como
soma X=X +...+X,
(b) Para cada j=1,..,k tem se
Fn(R+.+F, +F,+.+F)
={0}.

Quando uma das condigdes (a) ou

(b) vale, escreve - se F®...@F em

vez de F+...+F e diz se que este
subespaco e a soma direta de F...F, .

2.34. Seja E=F,®F, =G, ®G,.SeF, cGgF, =G,

2.35.

prove que F =G eF, =G,.

Sejam E, F espacos vetoriais. Uma
funcdo f:E—>F chama se par
(respc, impar) quando f (-v) = f(v)
(respect. F(-v) = -f(v)) para todo
v e E .Prove.

(@ O conjunto A das funcdes pares
e 0 conjunto B das funcdes
impares sdo sub  espacos
vetoriais de F(E,F) (vide
Exerciciol.15) e vale F(E.F) =
A®B.

(b) Alem do conjunto A, dos

polinbmios pares, e B, dos

polinbmios Impares, considere
também o conjunto A' dos
polindmios da forma p(x)=
>Yax® que s6  contem

expoentes pares e o0 conjunto B'
dos polindbmios da forma q(x) =
>Yax®™, que s6 contem
expoentes impares. Prove que
A" e B' s@80 subespacos
vetoriais do espago p de todos
0S polindmios, que
A'c AB'cBep=A®B'
.Conclua que A=A’e B= B".

—
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2.36.

2.37.

2.38.

2.39.

2.40.

2.41.

2.42.

Para todo neN sejaQ, o conjunto
dos polindbmios ( de graus
arbitrarios) que sdo divisiveis por x"
.prove que Q e um sub espaco
vetorial de P.Ache um subespaco F

cPtalqueP = @Q,.

dado X <E, seja Y o conjunto obtido
de X substituindo um dos seus
elementos v por v+au, onde
ue XeaeR.Prove que X e Y

geram 0 mesmo subespaco vetorial
do E. conclua dai que 0s conjuntos
{,...,vcEe{v,v, —v,...v, —V,}cE

geram o mesmo subespaco vetorial
deE.

Prove que a reunido de trés
subespaco vetoriais s6 pode ser um
subespaco vetorial quando um deles
contém os outros dois .

Sejam F , F, subespagcos vetoriais de
E. Se existir algum ae Etal que
a+FcF, ,proveque FcF, .

Seja V < E uma variedade afim.
Dados v;,..v, Ve
a,...,a,€Rcoma +..+a, =1,
prove que aV, +...+a Vv, €V.

Para todo subespago vetorial
FcR" , prove que existe um sub-

espaco GcR"tal queR"=F®G .

Verdadeiro ou falso? Para quaisquer
subconjuntos X,Y c E tem-se

S(X WY )=S(X)+S(Y),
S(XNY)=S(X)NS(Y).

( A ultima das igualdades acima
sugere uma pergunta: qual seria o
sub-espaco vetorial gerado pelo
conjunto vazio ? A convencao mais
conve-niente é S() ={0}.)

—t
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2.43. Dado o subconjunto ndo-vazio X do
espaco vetorial E, a variedade afim
gerado por X é,por definicdo , o
conjunto  V(X) de todos as
combinagdes lineares
aVv, +..+a\v,,comy,...,

v,eXea+..+a, =1

prove que

(@) V(X) é uma variedade afim;

(b) fixado qualquer
v, € X, tem—seV(X)
=V, +F,ondeFéo
vetorial de E gerado pelos
vetores v—V,,ondeve X.

subespaco

Secao 3 Bases
Definicdo 14. Os vetores V,,V,,...V, sdo ditos linearmente independentes
(L.I)quando

n

n
6, == =6, ==, =0
i=1

Em outras palavras, nenhum deles pode ser escrito como combinacao
linear dos outros.

Comentario 15. Portanto, os vetores V,,V,,...V, sdo ditos linearmente
Dependentes (L.D) se houver uma combinacao linear

Zn: Cy, =0
i=1

Onde nem todos os coeficientes C, sao nulos; em outras palavras, um
Deles é combinacéo linear dos outros.

Exemplo 16.Dois vetores quaisquer em R* séo L.l a menos que sejam

Paralelos. Trés vetores quaisquer em R*sdo L.I. a menos que sejam
Contidos no mesmo plano.

N
Comentario 17. Se um dos vetores, digamos V,, e o vetor 0 ,e nem todos

Os coeficientes sdo nulos.

Proposicdo 18. Sejam v,,V,,...V, €V pode ser escrito como combinagao
linear dos v, (esta e a definicdo de V). Agora, se v pudesse ser escrito de
duas maneiras como combinagdo linear dos Vv, , teriamos

u :Zn:civi :Zn:divi :>i:(ci —-d)v; 0
i=1 i=1 i=1

159
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No entanto, como os vetores V, sao supostamente L.I., entdo C, - d,=0
Para todo, i, isto &, ¢, =d. e a escolha de coeficientes € Unica.

Definicdo 19. Na condigéo acima, dizemos que os vetores V,,V,,...V,

S&o uma base de V. Em outras palavras, um conjunto de vetores é uma
base de um espaco vetorial se (a) ele gera o espaco e (b) os vetores do
conjunto sdo linearmente independente.

Exemplo 20. considere em R" os vetores

1 0 0 0

1 0

e=(0]e= &=[1].e=|0
1 0 | 0] | 0| | 1]

Néo e dificil mostrar que e e €,,..e, sdo Vetores L.I. que geram todo o

espaco R"
isto é, eles forman uma base de R".

Comentario 21. Tipicamente, ha varias escolhas possiveis de bases para
um espaco

vetorial. Por exemplo, em R?, quais quer dois vetores ndo paralelos
formam uma base!

Teorema 22. todas as bases de um espaco vetorial V tem 0 mesmo numero
de elementos!

Definigdo 23.dado um espago vetorial V, sua dimencdo é o numero de
vetores em uma
de suas bases.

Exemplo 24. Como o conjunto {g,,€,,...,6,} e uma base de R" =n.

E xercicios da secao 3

3.1. Dados os vetores Prove que {u,v,w} € L.D. se, e
u=(a,a,,a,),v=(b, bZ b,).e w=(c, szcs)’ somente se, w=au '+, fv(com 0s
escrevau'=(a,a,,),\v'=(b,b,).ew'= : mesmos «ae ). Use esse critério
Supondo u’ e v L.I., existem para determinar se os vetores u, ve w
a, B eRtaisque w'=au'+, fv'. abaixo sdo L.l ou L.D.:

160
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@u=123), v=(32), w=(-12,3)
O)u=123), v=(132), w=(L41).

3.2. que as matrizes a , b e c abaixo séo

3.3.

by
o= [o1]
-1

Prove que os polindbmios sequintes
séo linearmente independentes:

p(x) = x> =5x° +1, q(x)
=2x* +5x -6, r(x)
=X*—5Xx+2

3.4 Seja X um conjunto de polinémios. .Se

dois polinbmios quaisquer

pertencentes a X tem graus diferentes,

3.5.

3.7.

prove que X é L.I..

No espaco p, dos polindmios de
grau <3,verifique se os polinbmios
abaixo séo L.l ou L.D.:

p(x) = x> -3x* +5x+1

q(x) = x> = x* +6x+2

r(x) = x®—7x* + 4x

Se uma fungdo em C*(R%é
combinagdo linear de outras entdo
suas derivadas sucessivas  S&o
combinagdes lineares (com 0s
mesmos coeficientes) das derivadas
dessas outras. Use este fato para

mostrar que {e*,e™,x*,x*,x} é um
conjunto L.I..

Seja E=F @F, SeB ¢ uma base de
F.e B,e uma base de F,, prove que
B, U B, é uma base de E.

——
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3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

Exiba uma base para cada um dos
subespacos de R* listados a seguir:

F ={(X1’X2’X3’ X4); X=X, =X = X4}
G ={(x,X,, X3’X4);X1 =X €%y = X,}
H ={(X1’ Xys X3 X4); X=X = Xa}

K ={(X1! X21 Xg5 X4);X1+X2 X+ X, =0}

Seja E um espaco vetorial de
dimenséo finita. Dado um subespaco
F < E, prove que se pode obter um
subespaco G c Etal que E=F ®G.

Seja F o subespaco vetorial (plano)
de R®*formado pelos vetores
v=(x,y,z)tais que x—2y+4z=0.
Obtenha uma base {u,,u,,u,}cR®
tal que u, eu, pertengam a F.

Mostre  que os  polindmios
1x—1e x* —3x+1forma uma base de
P,.

Exprima o polindmio 2x*-5x+6
como combinagdo linear  dos
elementos dessa base.

Mostre que os vetores u=(1,1) e
v=(-1,1)formam uma base de R”.
Exprima cada um dos vetores
e, =(10)e e, =(0,1) como combina-
¢do linear dos elementos dessa base

mostre que os vetores u=(111),
v=(21,w=(2,12)séo L.D..

Assinale V(verdadeiro) ou F(falso)
quanto a validez da afirmagé&o:

“A unido de dois subconjunto L.I do
espaco vetorial E e ainda um
conjunto L.I”

() Sempre

( ) Nunca

() Quando um deles é disjunto do

outro

'
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3.15.

3.16.

3.17.

() quando um deles e parte do
outro.

() quando um deles e disjunto do
subespaco gerado pelo outro.

() Quando o numero de

elementos de um deles mais o

numero de elementos do outro

é igual & dimensé&o de E.

Seja S o0 conjunto das matrizes
simétricos n x n. Para cada par(i,j),
de numeros naturais de 1 até n, com
i<j,seja S;amatrizn x n cujos

elementos nas posicbes ij e ji sdo
iguais a 1 e os demais séo zero.
Prove que estas matrizes constituem
uma base para o subespaco vetorial
ScM(nxn). De modo anélogo,

obtenha uma base do subespaco A
das matrizes anti-simetricas n x n.
Conclua que dim S=n(n+1)/2 e dim
A =n(n-1)/2

As matrizes t=[t;]e M(nxn)tais
que t; =0 quando i<j sdo chamadas

triangulares inferiores. Prove que
elas constituem um sub espaco de
M(n x n), obtenha uma base para L e
determine a sua dimensao.

Obtenha uma base e consequen-
temente determine a dimensdo de
cada um dos subespacos de M (n x
n) abaixo escritos.

(@) matrizes cuja a soma dos
elementos da diagonal (tragos) é
zero

matrizes que tem a primeira e
ultima linhas iguais

matrizes cuja segunda linha e
igual a terceira coluna

matrizes nas quais a soma dos
elementos da primeira linha é
igual & soma dos elementos da
segunda coluna.

(b)
(©)
(d)

——
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3.18. Sejam u,v <E vetores linearmente
independentes. Dado « #0, prove
que o conjunto de dois
elementos{v,v+« u} é uma base do
subespaco gerado pelos vetores
vV,v+u,v+2u,...,v+nu,...

3.19. Sejam
v,=(1,2,...n),

u, = (n+1,n+2,...,2n),...,
v,=(N*—=n+1,n*-n+2,..,n°).
Prove que estes vetores geram em
R"0 mesmo subespaco F que 0s
vetores

W, = (L n+12n+1..n* —n+1),w,
=(2,n+2,..n° =n+2),...,W,
=(n,2n,...,n%)

que dim F=2.

3.20. Ache uma solucao ndo-trivial para o

sistema homogéneo:

X, + 2%, + 3%, +4x,=0

2X, + X, +X% —-X, =0

3% —2X, + X —2X, =0

e, a partir dai, obtenha uma
combinagdo linear nula dos vetores
v,=(1,2,3)v, =(2,1,-2),v
=(3,11),v, =(4,-1,-2),

coeficientes ndo sdo todos iguais a
zero.

3.21. Seja {v,,...,v,}uma base do espaco
vetorial E. Se os numeros a,,...,a,
ndo sdo todos iguais a zero, prove
que o conjunto F dos vetores
V=XV, +...+ XV, tais que
ax +..+ax =0€& um subspaco
vetorial de E, com dim F=n-1.

3.22. prove que {1, e*,e*,e¥* e*}¢ um
conjunto L.I no espagcoC” (R).
(Sugestdo: dada uma combinacao

]

)
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3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

linear nula, derive-a, depois divida
por e*e prossiga.)

Sejam X,,...X,,,...subconjuntos L.I
no espaco vetorial E.

(@ Se X,cX,c.X, X, 4T
prove que X=uwX_ e L.l

Se cada X, tem n elementos,
prove que existe um conjunto
linearmente independente X*=
{X..1X,,...ycom X para cada
neN.

Supondo E=R™ e admitindo as
hipGteses dos itens anteriores, e
verdade que X =UX, seja mais
uma base de E?

(b)

(©

Se os vetores vv,,...,V, sdo L.I, Prove

que 0 mesmo se da com os vetores
V,V, —V,,...,V,, —V, vale a reciproca?

dado 0 conjunto finito
X ={a,....,a,}, obtenha uma base

para o espaco vetorial F(X;R).

Seja X um conjunto infinito. Para
cada aeX, seja f :X—>Ra
funcéo tal que f (a)=1e f,(x)=0
se x=a. Prove que o conjunto
Y c F(X;R)formando por estas
fungdes é linearmente independente,
logo F(X;R)ndo tem dimenséo
finita. Prove ainda que Y ndo gera
F(X;R).

Sejam  F,F, c E subespagos de
dimensdo finita. Obtenha uma base
do subespaco F, +F,que contenha

uma base de F,, uma base de F,e
uma base de F, NF,.

——
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3.28.

3.29.

3.30.

3.31.

3.32.

3.33.

Exiba uma base para cada um dos

espacos vetoriais abaixo e dai calcule

sua dimenséo:

(a) polindémios pares de grau <n.

(b) polinémios impares de grau <n

(c) polinbmios de grau <nque se
anulam parax =2ex=3.

(d)

vetores de nos quais a segunda,
a quarta, e a sexta coordenadas
sdo iguais.

pode se ter uma base de p, formada
por n+1 polindmios de grau n?

Mostre que os vetores u = (1,1,1), v
= (1,2,3) e w = (1,4,9) formando
uma base de R®. Exprima cada um
dos vetores e, e,,e,da base canonica
de R*como combinacdo linear de
uyv, e w.

Ache uma sequéncia infinita
F.F,....F,,...de subespagos de p
tais que (@ dimF,=o0; (b)
F.NF, ={0}sem=n.

Para 1<i<m e <j<n,sejam s,
t; :M(mxn) —>Ras funcdes defini-
das por s, (a)=soma dos elementos
da i-ésimalinha de a e t;(a) =
soma dos elementos da j—ésima
coluna de a, prove  que
Siveor Spo by 1,580 L.D. no espaco
vetorial E=F(M(mxn);R)mas o
conjunto {s;,...,S, 4, t,,....t, }& L.I.

Com a notacdo dos exercicios
anteriores, sejam r,o:M(nxn) — R as
fungdes definidas, para cada a =
[a;]e M(nxn)por r(a)=a,+..+a,,
(soma dos termos da diagonal
principal) e o (a) =a, +a,, ,+..*

'
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3.34.

a, ( soma dos termos da outra
diagonal). Prove que , para n>3,
{s;.-S, b, t,, 7,0} sdo funcbes
linearmente independentes.

Num espaco vetorial E , diz-se que o
vetor v é uma combinacdo afim dos
vetores v,,..v. quando se tem

1Yy
v=aV, +..+aV, » COM g+ +a =1
Diz-se que os vetores v,,...,V, S&0
afim-independentes quando nenhum
deles € uma combinacdo afim dos

demais . Prove que as seguintes
afirmacdes sao equivalentes :

(1) Os vetores v,,...,v, sdo afim-
independentes .

(2) Se
oV +..+aV, =0eq +..+ ¢,
=0entdo, =...= ¢, =0.

(3) Se

aV, +.+aV,
=pV, +...4+ BV, com

Zr:ai = Zr: p, entéo
i=1

i=1
o =pf,...a, =p.. (Em particu-
lar , duas combinacdes afins dos
v, s0 podem ser iguais quando

tiverem o0os mesmos coeficien-
tes.)

(4) Os vetores v,—v,v,—V,..V, -V,
sédo L.I..

(5) A variedade afim gerada por
V;,...,V, tem dimensdo r-1.

——
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Secao 4 Transformacdes Lineares

Defini¢éo 27. Sejam E e F dois espagos vetoriais . Uma transformacao
A:E — F é dita linear sempre que

AV, +V,) =Ay, +Av,
A(cy,)= cAy,
para quaisquer V,,V, € EequelquerceRR.

Exemplo 28. “ Esticamentos ” sdo lineares. Por exemplo:
AR> 5> R®
A(x, y)=(2x,2y)

Exemplo 29. Rotacdao séo lineares. Por exemplo:
B:R* > R?

B(X, y) = (_y! X)
€ uma rotacdo de 90° no sentido anti-horario

Exemplo 30. Reflexdes (espelhamento) séo lineares. Por exemplo:
B:R* > R?

B(x,y)=(y.,X)
é um espelhamento com relacdo & retax =y

Exemplo 31. projec@es séo lineares. Por exemplo:
E:R? > R?

E(x, y)=(x,0)
€ uma projecao ortogonal no eixo Ox.

Exemplo 32. A transformagao
N:R?* - R?

N(x, y)=(y? x*)
nao é linear!

Exemplo 33. Transformacdes lineares podem ser feitas entre espacos de
dimens@es diferentes. Por exemplo, a transformacéo

B:R? - R?
B(x, ¥)=(y,X)

é linear

Exemplo 34. A derivada e uma transformacéo linear D que vai do espaco
das funcdes diferenciaveis no espaco das funcoes ! De fato, basta notar que

D:(F, —» F,)=Df, + Df,
D(cf,) =cDf,
para quaisquer funcoes f, e f,e qualquer constante real c.

165
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Exemplo 35. Podemos restringir o exemplo acima ao espago P, dos
polindbmios de grau <n. Neste caso, D:P_,é linear. Note que
dimP, = n+1pois{L, X, X*,...x"}e uma base de P, .

Comentario 36. Toda transformagdo linear A:E — F preserve
combinacdes lineares, isto é,

A(cV, +CV, +...4+CV,)) =C AV, +C,AV, +...+C AV,
para quaisquer vetores V,,V,,...v,, em E é nimeros C,,C,,..C, € R .

Comentério 37. Por tanto para definir uma transformacgdo linear
A:E — F qualquer, basta defini La numa base de E! Em outras palavras

seja {v,,V,,..v,}uma base de E. para definir A, basta escolher vetores
W, W,,...w, em F e fazer

Av, =w,

Av, =w,

Av. =w,
A partir dai, Av estara automaticamente definido para qualquer outro vetor

veE . De fato , v pode ser escrito de maneira Gnica como combinagao
linear dos v,

V= iCiVi
i=1

e portanto devemos ter

Av = Zn:ci Ay, = Zn:ciwi
i=1 i=1

vale a pena observar que os vetores W, escolhidos em F ndo tem de ser L.l —

no “ pior caso”, eles poderiam ser todos nulos, e entdo A seria a

N
transformacdo linear que leva qualquer vetor de E no vetor O de F

Comentario 38. Assim, se quisermos analisar uma transformacdo linear
A:E=R" > F =R", basta escolher os vetores W, W,,...,w, € R"™ (cada

um com m componentes) para que Ae, = W, . A transformacdo linear A fica

perfeitamente determinada a partir da tabela criada pondo os vetores w; lado
a lado, assim

Amxn=w W, W,... W,

Esta € denominada a matriz associada a transformacdo A (na base
candnica). Note que ela é mxn.

——
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Exemplo 39. As transformagbes A,B,C,E, e F definidas anteriormente
correspondem &s seguintes matrizes

A _{2 O}B {o —1}
x2 T O 2 2x2 1 0
; :{0 1}E :[1 o}
2x2 1 0 2x2 O O

F.,=111..1

1xn

Exemplo 40. Se escolhemos a base {l, X, x*, x*}(nessa ordem!) para P,
entdo a derivada D : P, — P, correspondente a matriz
0100

4x4 —

o O O
o O O

2
0
0

o w O

Como vimos acima, a matriz Anxn:(Aj) (1=12,...,mej=12,..,n)
define uma transformagéo linear de R"emR™. A primeira coluna A, =
w, de F =R"; a segunda coluna A,=w,=A, € F ; e assim por diante :

.....

Em suma, cada entrada AJ. da matriz é a componente i do vetor w; ,ou seja,

A; =(w;); (cuidado com essa inversao de indices! ).

&

a2
Como calcular Av para um vetor vV ? Bom, sabemos que

a,

n
Av =" oW, .A componente i de Av é portanto
j=1

(Av), = Zn:aj W) = Zn:Ajaj

que corresponde a uma multiplicacdo de uma matriz A, por um vetor v,
gue vocé conhece.

Exemplo. 41. Experimente com a projecdo E definida acima; a partir da

matriz
10
2x2=]
b

descobrimos Ev para um vetor qualquer. De fato

E
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4.1.

4.2.

4.3

5 '
9
;.
D v
\

TN

X
|
y

IE

£ ol

|, =V paraqualquerv e E

Quando E =RR", escrevemos

ooy il

recuperando a nossa definicéo original de E.

Exemplo 42. Enfim, é sempre bom considerar a transformacéo identidade

=

Prove que se A,B:
transformagéo lineares e ae um
namero real entdo A+B e aA,
conforme definias no texto, sdo
transformacdes lineares.

Sejam R,P,S:R? —R*respectiva-
mente a rotacdo de 30° em torno da
origem, a projecédo ortogonal sobre a
reta y = x/3e a reflexdo em torno da
mesma reta. Dado o vetor v=(2,5),
determine os vetores Rv, Pve Sv.

Assinale Verdadeiro (V) ou (F) :
() SeveEétalque Av=0entdo
v=0

Se Aw= Au+Aventdo w=u+v
Se v é combinacdo linear de
u,...,u,entdo Avé combina-

¢éo linear de Au,,...,Au

()
()

m*

——
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44,

4.5.

10 -0
|01 -0
00 .- 1
para a matriz desta transformacéo .
Exercicios da secio 4
E —> Fséo () Se u,v,weEsdo colineares

(isto é, pertencentes a uma
mesma reta) entdo Au, Ave Aw

sdo colineares.

Seja A:R*—>R? a projecdo sobre
0 eixo x, paralelamente a reta
y=ax(a=0) . Isto significa que ,
para todo v=(X,Yy), tem-se
Av =(x',0), tal que v— Av pertence
a reta y=ax. Exprima x' em
funcdo de xey e escreva a matriz de
A relativamente a base candnica de
R?.

Dados os vetores
W =2-D),u, =01, uy=(-1-4),v, =
1L3),v, =(2,3)e v,=(-5,-6),decida
se existe ou ndo um operador linear
A:R* - R*tal que Au
~ 1 ' Mesma

=V,,Au, =V, e Au, =V,.

'
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4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

pergunta com
v, (5,—6)ecom v, = (5,6) .

A expressdo geral de um operador
linear AR 5>R*EA(X Y) =
(ax+by,cx + dy) .Determine as
constantes a,b,c ed de modo que
A transforme 0S vetores
u=(,2)ev=(34)

nosvetores Au = (1,1)e

Av=(2,2).

A expressdo geral de uma funcional
linear f:R® >Ré f(xy,z)=ax+by+cz.
Dados 0s vetores - (-1,2,3)ew=(1-2,3)
determine a,b e cde tal modo que
setenha f(u)=1 f(v)=0.

Seja A:R? —R?*0 operador linear
definido por A(X.y) =
(5x+4y,-3x-2y). Ache vetores
ndo nulos u=(x,y)e v=(s,t)tais
que Au =u e Av = 2v. S&o Unicas as
solugdes ? Serd possivel achar
w = 0emR? com Aw = oW ,onde
azlea#2.

Dé as expressdes dos funcionais
lineares f,g,h:R* >R  que
formam a base dual em (R%)xda
base (u,v,w)cR®, onde u=(1,1,1),
v=(-11l)ew=(11-1).

Tem se uma transformacdo linear
A:R* >R®  Sabe se que
A(-11)=(12,3)eA(2,3)=(@1,11).
Pede se a matriz aeM(3x2)de A
relativamente as bases candnicas de
R% R®.

Prove que uma transformacao linear
A: E — F transforma todo conjunto

——
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4.12.

4.13.

convexo C c Enum
convexo A(C)c F.

conjunto

determine a expressdo do operador
linear A:R% R?, sabendo que |,
para todo v=(x,y), 0 segmento de
reta que liga vaAv=(x,y")é
horizontal e tem seu ponto médio
sobre a reta que liga y=xqual e a

imagem do eixo vertical pelo
operadorA?

Prove que os operadores lineares E;
,E,,,E,,, E,,: R* > R? definidos
por  E,(xy)=(x0),E,(xy)=(0,%),

EZl(X’ y) = (y,O) ) Ezz(x; Y) = (O, Y) )

constituem uma base do espaco
vetorial .Prove ainda que outra base
deste espaco pode ser formado com

,0s  operadores A,B,C,1,onde
A (X, y) = (x+3y,Y),
B,(x,y)=(x0),
C,(x,y)=(x+y,x=-y)e

(% y)=(x+Y).

4.14 Verifique que as fungdes definidas

nos exercicios 3.32 e 3.33 sdo
funcionais lineares.

47.15.Seja A:E — F uma transformagéo

4.16.

linear
(@) Seovetores Av,,...Av, € F sdo
L.l, Prove que Vv,,..v, €E

também séo L.1..

(b) Se F=E e os vetores Av,,..Av_
geram E, Prove que Av,,...Av
geram E

(c) Valem as reciprocas de (a) e

(b)? seria (b) com F#E?

Quais das transformaces abaixo sdo
lineares?

(@ A:R* >R? A, Y,2) =(x2",2%)

'
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4.17.

4.18.

(b)
A:R®* > R? A(X,Y,2)

=(3x,a,5z),ondea R

(©
A:R* 5> R® A(X,Y,z,wW)

=(X—W,y—W,X+2)

(d)
A:M(nxn)—>R", A([aij])

= (all’ a22""’anm)

(e)
A:C”(R) - C*(R), Af

=3f"-2f'+1

()
A:M(2x2) > R,

{2 s

Sejam A:E — F uma transformagéo
linear e E'c E,F'c F subespacos
vetoriais. Prove que
A(E") ={Av;v e E}é um subespaco
de FeA'(F)={veE;AveF}e
um subespaco de E.SeVcEeW <
F sdo variedades afins, prove que 0s
conjuntos A(V)cFe A'W)cE,

definido analogamente, sdo também
variedades afins.

No exercicio anterior, prove que se
E'tem dimensdo finita entdo
dim A(E") <dimE'.D& um exemplo
de um operador ndo identicamente
nulo A:R*>—>R?e um subespago
E'c R’tal que dimA(E") <dimE"
.Prove que se E e F'tem dimenséo
finita e A e sobrejetiva entdo
dimA*(F)>dimF'. De também

——
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4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

um exemplo (com dimE =), onde
dimF'e finita mas dimA™*(F") = .

Dados os espacos vetoriais E,F prove
que ...

base do
para cada

Seja  V={v,,..v,}Juma
espaco vetorial E.
i=12,.n, seja f:E—->R o

funcional linear determinado
(conforme o teorema 4.1) pelas

condigbes  f,(v,)=0se j=i.Prove
que {f,,.., f.}e uma base de E*=
L(E;R) (chamada de base dual da
base V). Mostre que se tem
f.(V)=x, para todo
XV, +..+XV €E.

funcional
que

Seja  f:R*—>Rum
linear. Sabemos
f(1,1) =3e f(2,3)=1,calcule
f(1,0)e f(0,1).

Seja A:R* —>R?0 operador linear

dado por

A:R*> 5> R* A(x, y) = (ax+by, cx+dy)

, com ad —bc = 0.Prove:

(1) Paratodo v=0em R? , tem se
Av=0.

(2) Toda reta R cRR*(variedade
afim de dimensdo 1) ¢
transformada por A numa reta.

(3) A transforma retas paralelas em
retas paralelas.

Determine o de modo que as retas
perpendiculares em R?, de equacdes
y=axey=-x/asejam transfor-
madas em retas perpendiculares pelo
operador linear A:R?*> —»R?, dado
por A(X,y)=(2x+3y,x—-2y).

'



Exercicio —- ALGEBRA LINEAR

4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

Sejam E,F espagos vetoriais de
dimensdo finita. Dados 0s vetores
V,..,.v, eEew,..,w, eFafim de
que exista uma transformacéo linear
AE—>F com Ay =w
e necessario e sufuciente que, para
toda combinacdo linear nula
oV, +..+a v, =0, se  tenha

também oW, +...+ e, W, =0.

Seja v um vetor ndo — nulo de um
espaco Vvetorial E, de dimensao
finita. Dado qualquer espaco vetorial
F={0}, mostre que existe uma
trasformacdo linear A:E — Ftal
que Av=0 .

Seja E um espaco vetorial de
dimenséo finita. Dada uma base F=
{f,,... f.} cE*, mostre que existe

uma base {v,...,v,.}— Eda qual F ¢é
dual.

Seja Y um conjunto de geradores do
espaco  vetorial E. Se as
transformacoes lineares A,B:
E > Fsdo tais que Aw=Bwpara
todo weY ,prove que Av=Bvpara

todo veE.

Seja X ={v,,...v, }jum conjunto L.I
no espago vetorial E, de dimenséo
finita. Dados arbitrariamente 0s
vetores Ww,,...,w,Nno espago vetorial
F, prove que existe uma
transformacdo linear A:E — Ftal
que Av,=w,.., AV, =W, . A e a
Unica se, e somente se, X é uma base
de E.

Uma transformacdo T:E—>F,
entre espacos vetoriais , chama se
afim quando se tem

T(A-tu+tv)=A—-t)Tu+tTv, para

——
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quais quer u,veEeR. Dada a
transformacdo afim T:E—F,
Prove:

(@) Toda a variedade afimV c Ee
transformada por T numa
variedade afim V'c F .

Se T.0 = 0, entdo escrevendo

av=>1-a)0+av, resulta
que T(av)=aTvpara quais
quer ceR,veE.

(c) Supondo ainda T.0 = 0, a
relagdo T(i(u+v))=2%(Tu+Tv)
,Jimplicaque T(u+v)=Tu+Tv
para quais quer u,ve E .

(b)

'
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Secao 5 produto de transformacao lineares

Definicdo 43. dadas duas transformacOes lineares B:E —>Fe
A:E —> G, definimos o produto AB como

AB:E —>G
(AB)(vV) = A(BV) € G

isto é, o produto AB e simplesmente a composta de A com B. Note
que AB e uma transformagéo linear .

Note que se C:H — Ee outra terceira transformagdo linear,
claramente tem se
(AB)C = A(BC):H -G
De fato, a transformacéo linear ABC ¢é simplesmente a transformacéo
que toma um vetor em H e “passa-o” por C,B e A, respectivamente,
chegando em fim a um vetor em G. A associatividade da composicao
n&o altera este processo.
Note também que:
e Se C:E—>Fe AB:E—>G entdio (A+B) C = AB+AC por
definicdo de A+B.
e BC:E—>F e A:F >Gentdo A(B+C) = AB+ AC por que A e
linear.
e Se B.E>Fe A:F—>G entdo A(aB)=«a(AB)por que A é
linear.

Proposicédo 44. Sejam B:R™ -»R" e A:R" —RP" correspondentes
as matrizes A, e B, .SejaC=AB: R" —»RP.entdoamatriz C
é dada por

nxm

Cij :ZAkBkj
k=1
ondei=12,.pej=1,..m.

Demonstragéo: Seja

——
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