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1. Como apareceram os numeros complexos.

Recordemos que uma equagdo de segundo grau na incégnita z é uma equagdo que se pode
escrever na forma

ar’ +br+c =0,

com a, b e ¢ nimeros reais ¢ a # 0, e que as solugdes, quando existirem, de uma tal equacao sio
dadas pela formula resolvente

—b + \/b? — dac
xr = .
2a
De facto, a formula resolvente nao sé nos indica quais as solug¢des, quando elas existem, como
nos permite reconhecer se essas solucdes existem ou nio: Se b> — 4ac < 0, ndo existem solucdes,
uma vez que os nimeros negativos nio tém raiz quadrada; se b> — 4ac = 0, a equagio tem uma
tinica solucdo; se b> — 4ac > 0, a equagio tem duas solugdes.
No século XVI a resolugdo das equagdes do segundo grau era ja bem conhecida e procurava-se
uma foérmula que permitisse resolver as equacgdes do terceiro grau, isto €, as equagdes que se podem
escrever na forma

ar® +bx? +cx+d =0,

com a, b, ¢ e d numeros reais ¢ a # 0. O facto de se estar em presenga de um problema claramente
mais complicado que o levantado pelas equagdes do segundo grau levou os matemadticos dessa
época a procurar simplificar a equagdo antes de a tentar resolver: Em primeiro lugar, dividindo
ambos os membros da equagdo pelo coeficiente a do termo com z3, eram conduzidos a uma
equacdo equivalente com um tal coeficiente igual a 1. Bastava-lhes assim procurar resolver as
equacdes do tipo

2 4b’+cx+d=0.

Em segundo lugar, tomando y ==z +§ ou seja, fazendo uma substituicio z =y — 2, foram
conduzidos a equagdo na variavel y

b, b, b
- - by — = —=)+d=0
(y=3) +bly—g) +ely—3)+
que, depois de desenvolvida e simplificada, se escrevia na forma equivalente
v’ +py+4q=0,
20 be

27 ~ 3
com 3%). As solugdes da equacdo de partida podiam entdo ser obtidas subtraindo g as solugdes da

“equacdo incompleta” na variavel y.

onde p = —% +ceq= + d (o objectivo era precisamente anular o coeficiente do termo

Exercicio 1. Desenvolva e simplifique o primeiro membro da equagao

b, b, b
_ by — — Vi d=
(y 3) + b(y 3) +c(y 3)+ 0



de modo a concluir que ela se pode escrever na forma y® + py + ¢ = 0, com p e g dados por
)2 )3 DC
p:—%—l—ceq: %—%—f—d.

No fim da primeira metade do século XVI foi finalmente descoberta, por algebristas italianos das
universidades de Bolonha e Mildo, uma formula que, quando fizer sentido, fornece uma das
solugdes da equagdo do terceiro grau

v+ py+q=0,

sl q ¢ ol oq ¢ P
y_\/ 2+\/4+27+\/2 Vi tar

Esta formula é conhecida por “formula de Cardano™!.

a saber

Exercicio 2. Notemos, para fixar ideias,

) ¢ ¢ P ) ¢ ¢ P
A=y L 2 p_p_4_ L P
\/2+ 4+27’ \/2 4+27
supondo, ¢ claro, que as expressdes nos segundos membros fazem sentido, isto € que % + g—; > 0.2
a) Mostre que A% 4+ B3 = —q.
b) Mostre que AB = —
¢) Utilize as conclusdes de a) e b) e o desenvolvimento de (A + B)? (binémio de Newton) para

demonstrar a férmula de Cardano, isto é, para concluir que y = A+ B ¢ efectivamente uma
solucdo da equacgdo 3° + py +q = 0.

wlis

A férmula de Cardano, apesar do seu interesse teorico, levanta algumas questdes:

A primeira tem a ver com o facto de que, como sabemos do estudo das fun¢des polinomiais de
grau 3, uma equacao do terceiro grau pode ter 1, 2 ou 3 solugdes; no entanto, a formula da Cardano
s6 da uma dessas solugdes. Porque sera que essa solucao ha-de ter mais direitos que as outras?

Examinemos um caso concreto:

Exercicio 3. Considere a equagio do terceiro grau z° — 3z — 2 = 0.

a) Verifique que a formula de Cardano conduz a solugdo 2 desta equagao.

b) Utilize a raiz 2 do polindmio x* — 3x — 2 para o decompor como produto de dois polindmios de
grau inferior e, a partir dessa decomposicdo, determine as restantes solucdes da equacdo
considerada.

¢) Utilize a sua calculadora grafica para interpretar geometricamente as solugdes obtidas (conferir
com a figura 1 adiante).

Uma segunda caracteristica desagradavel da férmula de Cardano € a sua tendéncia para mascarar
solucdes simples. Pensemos, por exemplo, na equacio

22— 2 +4=0.

Utilizando a calculadora grafica para tentar prever o que poderdo ser as solu¢des desta equagdo,

I Associa-se habitualmente a descoberta desta formula a Scipione del Ferro ou a Tartaglia, mas ela foi divulgada por
Cardano em 1545.

2Convém recordar que s6 os nimeros reais nio negativos ¢ que tém raiz quadrada mas que, pelo contrério, todos os
nameros reais tém raiz cubica.
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obtemos um grafico como o da figura 2.

Figura 1 Figura 2

Do exame do grafico somos levados a concluir que a equagdo tem apenas uma solugdo, que
parece ser —2. Por substitui¢do na equacio, concluimos que —2 ¢ efectivamente a solugio. E claro
que, ndo havendo neste caso outra solu¢do, a formula de Cardano deve conduzir a solugdo —2. Ora,
aplicando-a, obtemos as seguintes expressoes para a solugao:

Apesar de todas as tentativas de simplificacdo, ndo parece existir nenhum processo simples directo
de verificar que a expressdo anterior ¢ igual a —2. No entanto, ela ¢ igual a —2, visto que sabemos
que a expressdo fornece uma raiz e que —2 ¢ a Unica raiz!

Exercicio 4. a) Utilize a sua calculadora para determinar o valor aproximado da expressdo

\/ 2+ 10\[ + \/ 2 — e repare que a resposta ¢ simplesmente —2.

b) Sera que o valor obtldo na calculadora pode ser considerado como uma prova de que a expressao
na alinea a) ¢ exactamente igual a 2?

¢) Calcule e simplifique o cubo das expressdes —1 + ? e —1— @ e utilize os resultados obtidos

para simplificar a expressio na alinea a).3

Examinemos enfim uma ultima dificuldade levantada pela formula de Cardano e que acabou por
revelar-se de grande utilidade por ter originado o aparecimento de um novo instrumento
matematico de grande importancia, que estudaremos em breve, a teoria dos nimeros complexos.

3 Assim até parece facil simplificar a expressdo... No entanto ndio havia razdes para advinhar quais os candidatos a raiz
cubica.
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Pensemos na equacgao do terceiro grau
P —Tr+6=0

e vejamos qual a solugdo desta equacao que ¢ proposta pela formula de Cardano. Obtemos entao
para a solucdo a expressao

3 [ 343 s [ 343
\/—3+ 9——27+\/—3— 9——27-
3 [ 100 /100

_\/—3+ “97 +\/—3— o

Mas isto € muito estranho! Os numeros negativos nao tém raiz quadrada e portanto a expressao
anterior ndo tem significado. Ela ndo define assim nenhuma solu¢do da equagdo! Podiamos pensar
que estdvamos em presenca de uma situacdo andloga a da equacdo do segundo grau, em que o
aparecimento da raiz quadrada de um nimero negativo na féormula resolvente indicava a
inexisténcia de solugdo. Mas ndo, nds sabemos que, no caso das equagdes do terceiro grau, existe
sempre solucdo. Utilizando, como antes, a calculadora grafica para tentar prever o que poderdo ser
as solugdes desta equacdo, obtemos um grafico como o da figura 3.

Figura 3

Do exame do grafico somos levados a conjecturar a existéncia de trés solu¢des, aproximadamente
—3, 1 e 2. Substituindo na equagdo concluimos que, efectivamente —3, 1 e 2 sdo as solugdes da
equacdo. No entanto, neste caso, a formula de Cardano ndo fornece nenhuma das trés solucdes, uma
vez que envolve a raiz quadrada de um niimero negativo.*

Os matematicos italianos do século XVI recusaram-se a aceitar que a formula de resolugdo da
equagao do terceiro grau, obtida com tanta dificuldade, pudesse falhar desta maneira. A forma que
encontraram de tornear o problema foi a de imaginar que, para além dos nlimeros reais que todos
conhecemos, deviam existir uma espécie de “fantasmas” que ninguém via mas com 0s quais era
possivel trabalhar, usando, em particular, as mesmas operagdes que se usavam no quadro dos
numeros reais. Os numeros reais negativos passariam a ter raizes quadradas, que seriam

4Ironicamente, pode verificar-se que é exactamente no caso em que a equagdo tem mais solugdes que a formula de
Cardano ndo fornece nenhuma delas.
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“fantasmas” e ndo numeros reais, ¢ a formula de Cardano, apesar de nos passos intermédios passar
por alguns “fantasmas”, devia, depois de todas as operagdes feitas, conduzir a uma das solugoes.

A aceitacdo dos novos nimeros, a que hoje se d4 o nome de numeros complexos, ndo foi pacifica
na comunidade matemadtica mas a riqueza das suas aplicacdes foi-os impondo pouco a pouco. S6
mais de dois séculos mais tarde, no inicio do século XIX, os novos nimeros passaram a ser aceites
sem restrigdes, gragas, em particular, a sua interpretacdo geométrica, como pontos ou vectores dum
plano, que teremos ocasido de examinar adiante.

2. Os numeros complexos dum ponto de vista axiomatico.

Vamos estudar nesta sec¢do os nimeros complexos de um ponto de vista axiomatico. Quer isso
dizer que ndo nos preocupamos em saber exactamente o que s3o0 0os numeros complexos, vamos
simplesmente supdr que eles existem e que no seu contexto estdo definidas operagdes, como a soma
e a multiplicagdo, analogas as definidas no contexto do nimeros reais. Explicitamos entdo algumas
propriedades que admitimos que essas operagdes vao verificar (os axiomas). Em seguida
examinaremos algumas propriedades que podem ser deduzidas daquelas que foram admitidas. De
certo modo, colocamo-nos na posigdo dos matematicos italianos que primeiro estudaram os
numeros complexos, no século XVI, apesar de ndo nos preocuparmos em seguir exactamente os
seus passos.>

Axioma 1. Vamos supor que os numeros complexos constituem um conjunto C, que
contém o conjunto R dos numeros reais, e que estdo definidas em C duas operagdes, adigao e
multiplicagdo, notadas respectivamente + e X , que estendem as operacdes correspondentes
nos numeros reais.

Repare-se que, quando dizemos que estas operagdes estendem as correspondentes operagdes nos
nimeros reais, estamos a significar que, dados dois niimeros reais, a sua soma e o seu produto como
nimeros complexos coincidem com a sua soma € o seu produto como nimeros reais.

Axioma 2. Vamos supor que, tal como j& acontecia no quadro dos niimeros reais, a adi¢ao
e a multiplicagdo verificam as propriedades comutativa e associativa e que, além disso, a
multiplicagdo goza da propriedade distributiva relativamente a adigao.

Usando as letras z e w, eventualmente acompanhadas de plicas, como variaveis associadas a
nimeros complexos, as propriedades comutativas traduzem as identidades

2Hw=w+z2 zXwWw=wXZz,
as propriedades associativas correspondem as identidades
(z4+2)+2"=2+ ' +2"), (zx2)x2"=zx( x2")
e a propriedade distributiva ¢ expressa pelas identidades
zx (w+w)=(zxw) +(zxw), (z+2)xw=(2xw)+ (2 xw).

Tal como ja acontecia no quadro dos numeros reais, a propriedade associativa permite utilizar sem
ambiguidade as notagdes z + 2’ + 2" e z x 2’ x 2", assim como as notagdes analogas com mais de
trés parcelas ou factores. Também se usam no quadro dos numeros complexos as mesmas

50 primeiro matematico que estudou os niimeros complexos de forma sistematica foi Bombelli, da Universidade de
Bolonha.
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convengdes de dispensa de parénteses e de omissdo do sinal x que sdo habituais no contexto dos
numeros reais. Por exemplo, z X w + w' significa (z X w) +w', e ndo z x (w+w'), e zw é o
mesmo que z X w.

Axioma 3. O namero real 0 continua a ser um elemento neutro da adigdo ¢ um elemento
absorvente da multiplicagdo em C. O nimero real 1 continua a ser um elemento neutro da
multiplicagdo em C.

O axioma precedente afirma que, para os nimeros complexos z, continuam a ser validas as
identidades

z4+40=2 0xz=0, 1xz=z2.

As poténcias de expoente natural de um nimero complexo z definem-se do mesmo modo que no
contexto dos nimeros reais: z! = z, 22 = z x z e, em geral, 2" designa o produto de n factores
iguais a z.

Vamos agora verificar que, tal como o que acontece no quadro dos niimeros reais, ¢ possivel
definir o simétrico dum niimero complexo e a diferenca de dois nimeros complexos. Repare-se que,

para isso, ndo necessitamos de nenhum axioma novo. Comecamos com duas defini¢des:

Se z € C, chamamos simétrico de z ao nimero complexo, que notamos —z, definido por
—z=(-1) x 2.
Se z,w € C, define-se a diferenga w — z pela formula

w—z=w+(—2).

E claro que, quando os numeros complexos em questido forem reais, o simétrico de z e a
diferenca w — z definidos atrds coincidem com os correspondentes conceitos ja conhecidos nesse
caso (as nossas defini¢cdes estendem as ja conhecidas). Convird também verificar que as defini¢des
anteriores sdo equivalentes as defini¢des usuais de simétrico (como Unico elemento que somado
com o dado da 0) e de diferenca w — 2z (como Unico elemento que somado com z da w).
Destaquemos esses resultados, que, em rigor, teriam que ser provados:

Se z € C, o seu simétrico —z ¢ o unico nimero complexo que somado com z da 0. Se
z,w € C, w — z € 0 tnico nimero complexo que somado com z da w.

Tendo em vista o estudante mais interessado, vejamos como as afirmagdes que acabamos de destacar podem
ser justificadas. Mostremos que w — z ¢ o Unico nimero complexo que somado com z d& w. Para isso,
comegamos por mostrar que w — z verifica essa condigdo: Ora, podemos escrever

(w—2)+z2=w+(—2)+2z=w+(-1) x2z2+1x 2=
=w+((-)+)xz=w+0xz=w+0=w,

que é exactamente o que pretendiamos. Falta-nos ainda verificar que ndo ha mais nenhum niimero complexo,
além de w — z, que verifica a propriedade referida. Para isso, supomos que u era um nimero complexo tal que
u + z = w e tentamos provar que u tem que ser igual a w — z. Ora, partindo de u + z = w, podemos somar —z
a ambos 0os membros e obtemos sucessivamente

u+z+4(—2z)=w+(-2),
u+lxz+(-l)xz=w—2
ut+(1+(-1)xz=w—=2
u+0Xz=w-—=2



u+0=w-—=z2
u=w-—z,

como queriamos. Como caso particular do que acabamos de provar, obtemos a caracterizagdo do simétrico:
—2 =0+ (—z) = 0 — z é 0 Ginico nimero complexo que somado com z da 0.

Exercicio 5. Examine com atengdo as demonstra¢des anteriores, de modo a descobrir quais os axiomas que
foram sendo aplicados.

Exercicio 6. Demonstre a seguinte lei do corte para a adi¢do de numeros complexos: Se
w+z=uw'+ 2z entiow = w'.

Exercicio 7. Demonstre a seguinte propriedade distributiva da multiplicacdo relativamente a
subtrac¢ao:

zx (w—w)=zxw—2zxw.

Até agora os axiomas que apresentamos apenas afirmavam que os numeros complexos siao
semelhantes aos nuimeros reais; em rigor até podia acontecer que nao existissem numeros
complexos para além dos reais. O proximo axioma ¢ o que vai garantir a existéncia de niimeros
complexos que ndo sdo reais, de facto aqueles que estiveram na origem do aparecimento dos novos
nameros.

Axioma 4. Existe um numero complexo, que notaremos i, para o qual se tem

P =ixi=—1.

Repare-se que o niimero complexo ¢ nido é real, uma vez que nds sabemos que ndo existe
nenhum nuamero real cujo quadrado seja negativo. Recordemos a demonstracdo de que ndo existe
nenhum numero real cujo quadrado seja menor que 0, para verificar por que razdo essa
demonstra¢c@o ndo se aplica no contexto dos numeros complexos (se se aplicasse, o axioma 4 seria
contraditorio com os anteriores).

Se z é um numero real arbitrario, sabemos que, ou z > 0 ou x < 0. No primeiro caso a
propriedade que relaciona a multiplicagdo com a relagio de ordem implica que
?=xxx>xx0=0; no segundo caso essa mesma propriedade implica que
2> =z xx>1xx0=0. Em qualquer dos casos tem-se assim z?> >0, ou seja, > nunca ¢
negativo.

A razdo por que esta demonstragdo ndo se aplica no quadro dos nimeros complexos esta em que,
no contexto destes, ndo estd definido o conceito de “ser maior que”: Nao dizemos o que ¢ um
nimero complexo ser maior que outro, nem o que ¢ um nimero complexo ser maior que 0, salvo
quando os numeros complexos envolvidos forem niimeros reais. De facto, a demonstragdo atras
mostra que nao ¢ possivel definir uma conceito de “ser maior que” no contexto dos nimeros
complexos, de modo que se continuem a verificar as propriedades usuais de compatibilidade com a
multiplicagdo.

Exercicio 8. a) Verifique que —i, tal como 4, ¢ uma raiz quadrada de —1 (a defini¢do de raiz
quadrada ¢ analoga a que conhece no contexto dos numeros reais)

b) Determine um nimero complexo que seja raiz quadrada de —9. Generalizando o que acaba de
fazer, mostre que, no quadro dos niimeros complexos, todos os nimeros reais tém raiz quadrada®.

6Verificaremos em breve que, mais geralmente, todos os nimeros complexos tém raiz quadrada.
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Vamos introduzir agora um ultimo axioma, que, intuitivamente, garante que “ndo ha mais
numeros complexos do que os estritamente necessarios”. Com efeito, se a € b sdo numeros reais,
podemos considerar sucessivamente os niumeros complexos bt = b X ¢ € a + bi; 0 que o axioma
afirma ¢ que qualquer nimero complexo pode ser escrito nessa forma (costuma-se entdo dizer que o
nimero complexo esta escrito na forma algébrica).

Axioma 5. Qualquer que seja z € C, existem numeros reais a € b tais que z = a + bi.

O axioma anterior deixa um problema em aberto: Serd que um mesmo nimero complexo se pode
escrever de mais que um modo na forma a + bi? Por exemplo, seria possivel que um certo nimero
complexo se escrevesse simultaneamente na forma 2+ 37 e —1 + 5:? Se assim fosse, tinha-se
portanto 2 + 3¢ = —1 + 5¢, de onde se deduzia, somando 1 — 37 a ambos 0os membros, que 3 = 2¢ e
portanto também, multiplicando ambos os membros pelo real i que % = {; mas isto é absurdo, uma
vez que ja sabemos que ¢ ndo ¢ um numero real, e portanto ndo pode ser igual a %

O raciocinio que acabamos de fazer, neste caso particular, pode ser feito numa situacao mais
geral. Suponhamos que a,b,c,d sdo nimeros reais € que se tem a + bi = ¢ + di. Somando a
ambos os membros —a — di, deduzimos a igualdade bi — di = ¢ — a, ou seja (b — d)i = ¢ — a. Se
fosse b — d # 0, a igualdade anterior conduzia a um absurdo, visto que, multiplicando ambos os
membros pelo real ﬁ, obtinhamos 7 = {—;, o que contrariava o facto de i ndo ser real.
Concluimos assim que tem que ser b — d = 0, e portanto tambémc —a =0 x ¢ = 0, ou seja, b = d
e a = c. Acabamos portanto de provar o facto importante seguinte:

Dados numeros reais a, b, c e d tais que a + bt = ¢ + d7, tem-se necessariamente @ = ¢ €
b=d.

Em geral, quando 2z = a + bi, com a e b numeros reais, dizemos que a € a parte real de z e
que b € o coeficiente da parte imaginaria de b, e notamos

a =Re(z), b=Im(z).

Dé-se o nome de imagindrios puros aos nimeros complexos cuja parte real ¢ 0, isto ¢, aqueles
que se podem escrever na forma bi, com b € R.

Repare-se que o niimero 0 ¢ simultaneamente real e imaginario puro, uma vez que também se
pode escrever na forma 0 = 0 X 1.

Exercicio 9. Combinando o axioma 5 com o facto que acabamos de estabelecer, vemos que
qualquer numero complexo pode ser escrito, de maneira Gnica, na forma a + bi, com a € b numeros
reais. Para cada um dos niimeros complexos a seguir indicados, indique quais os valores de a e b
correspondentes:

a) ; b) —2i; ©) (1+2i)+ (-2 —1);

d) (1420) x (=1+3i); e (1+i)% f(=1+/30)>

Exercicio 10. Escreva na forma algébrica as seguintes poténcias de ¢:

a)i’; b)i'; ¢ d)i®; e iM%

Generalizando o método que decerto seguiu, para calcular algumas das poténcias referidas, explicite
uma regra pratica para calcular as poténcias de expoente natural de <.



Exercicio 11. Determine as raizes quadradas do numero complexo % + % 1, 1sto €, 0s numeros

. . 3 . - .
complexos z =  + yi, com z,y € R, tais que 2% = % + Tf . Ndo se assuste com o sistema de
duas equagdes do segundo grau nas incognitas x e y, que vai obter.

Vamos agora examinar, no contexto dos nimeros complexos, o problema da divisdo, como
operacdo inversa da multiplicagdo. Tal como ja acontecia no contexto dos niimeros reais, a divisao
s vai estar definida no caso em que o divisor ¢ diferente de 0.

Do mesmo modo que, para tratarmos do problema da subtra¢do, comeg¢dmos por definir o
simétrico dum niimero complexo, vamos agora examinar o que vai ser o inverso de um nimero
complexo nao nulo. Como passo auxiliar comegcamos por definir o conjugado de um nimero
complexo.

Se z € C, definimos o seu conjugado z como sendo o nimero complexo que tem a mesma
parte real e coeficiente da parte imagindria simétrico. Por outras palavras, se z = a + bi, com
a,b € R, tem-se Z = a — br.

Repare-se que o numero complexo z ¢ real se, e sO se, z = z.

Uma das razdes da importancia do complexo conjugado esta no facto de a soma e o produto de
um numero complexo com o seu conjugado serem ambos nimeros reais. Mais precisamente, sendo
z=a+ bi,coma,b € R, tem-se

z+Z=a+bi+a— bi =2a,
z2xZ=(a+bi)x(a—bi)=ax (a—0bi)+bix (a—"0bi)=
= a® — abi + abi — b*i* = a® + b*.

A formula para o produto ¢ especialmente importante, uma vez que ela nos mostra que, ndo s
concluimos que z X Z ¢ um numero real, como podemos afirmar que z x z > 0, tendo-se mesmo
z X Z > 0 no caso em que z # 0 (nesse caso um dos nimeros reais a e b ¢ diferente de 0, e portanto
o seu quadrado ¢ maior que 0). Quando z é um numero complexo diferente de 0 ¢ agora muito facil
determinar um numero complexo que multiplicado por z d4 1: Tem-se, com efeito,

(s X ) = z=1
X (5—5XZ)= ————= X2zxzZ=1.
a® + b2 a? + b2
Se z =a+ bi ¢ um namero complexo diferente de 0, onde a,b € R, define-se o seu
inverso z~' como sendo o niimero complexo
1
~1 —
= ———X7Z
a? + b2 ’
tendo-se entdo, como verificamos atras, z x 2! = 1.

Podemos agora definir o quociente de um niimero complexo w por um nimero complexo z # 0
e verificar que o quociente assim definido pode ser caracterizado pela propriedade a que estamos
habituados no contexto dos nimeros reais.



Se w, z € C, com z # 0, define-se o quociente 7 pela formula

w -1
—=wXxXz .
z

Pode entdo provar-se que < € o Unico numero complexo que multiplicado por z dd w. Em

particular % =1 x z~! = 27! é 0 tinico nimero complexo que multiplicado por z d4 1.

Como fizémos no caso da subtraccdo, para provarmos a afirmacdo anterior, temos que verificar duas coisas:
Em primeiro lugar ¥ verifica a propriedade referida, uma vez que
w -1
—Xz=wXz Xz=wX1=w;
z
Em segundo lugar temos que provar que 7 € o unico nimero complexo que verifica essa propriedade e, para

isso, supomos que u era um numero complexo que verifica a propriedade u X z = w e deduzimos que tem que
ser

1 1

_ w
=w Xz = —.
z

u=uX1l=uxzxz"

Outra das consequéncias importantes das propriedades precedentes ¢ o facto de, no
contexto dos nimeros complexos, continuarem a ser validas a lei do corte e a propriedade do
anulamento de um produto. Recordemos o enunciado destas propriedades e justfiquemo-las.

Lei do corte: z,w,w' € C,comz #0ez X w =2z X v, tem-se w = w'.

Para justificarmos esta propriedade basta multiplicarmos ambos os membros da igualdade
zxw=zxw por z71, obtendo-se 27! X zxw=2"1x2zxw e portanto sucessivamente
Ixw=1xwew=w.

Lei do anulamento do produto: Dados z,w € C, tem-se z x w = 0 se, e s6 se, z = 0 ou
w = 0.

J& sabemos que, se z =0 ou w=0, entdo z Xx w =0 (0 ¢ um elemento absorvente da
multiplicagdo). O que falta ver é que, se suposermos que z X w = 0, tem que ser z =0 ou w = 0,
ou seja, que, se z # 0, entdo w = 0. Ora, isso resulta, por exemplo, da lei do corte, uma vez que se
tem

zXxw=0=2zx0.

1 1

Exercicio 12. a) Mostre que, se z # 0 e w # 0, entdo (zw) ' = z w1
b) Deduza daqui, pelo método de inducdo, que, para cada nimero natural n,

(Zn)fl — (271)71

(o valor comum ¢, por definigdo, e tal como nos nimeros reais, a poténcia de expoente negativo
z~", continuando a definir-se 2° = 1).

Exercicio 13. Mostre que, no quadro dos nimeros complexos, continua a ser valida a seguinte
propriedade das “frac¢des”: Se multiplicarmos ambos 0os membros de uma frac¢do por um mesmo
niamero complexo, diferente de 0, ndo alteramos o respectivo valor; por outras palavras, dados
numeros complexos w, z, 2, com z # 0 ¢ 2’ # 0, tem-se

w  wXxz
z 2%z
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A propriedade que acabamos de referir ¢ aplicada com frequéncia em varias situagdes. Uma
delas ¢ no calculo pratico do quociente de dois nimeros complexos - sem precisarmos de saber de
cor a formula para 2! utilizada na respectiva defini¢do. Expliquemos, com um exemplo, o método
que € costume seguir: Suponhamos que queremos calcular, na forma algébrica, o quociente % O
que fazemos ¢ multiplicar ambos os membros da frac¢do pelo conjugado do denominador, de forma
a ficarmos na situagao mais simples em que o denominador ¢ um niimero real:

1+i  (IT+4)(2+i)  24i+2i+i® 1430 1 3.
i (2-i)2+i) d+2i-2-2 5 55"

Exercicio 14. Determine na forma algébrica o seguintes quocientes:
) 13 b) 1—2
a , —.
3—2 i

Exercicio 15. Se z € C, chamam-se raizes quadradas de z aos nimeros complexos w tais que
w? = 2.

a) Mostre que 0 tem uma Unica raiz quadrada, a saber o proprio 0.

b) Mostre que, se z # 0 e w € uma raiz quadrada de z, entdo z tem precisamente duas raizes
quadradas, a saber w e —w. Sugestdo: Repare que, para cada nimero complexo u, tem-se
u? — 2z = (u—w)(u+w).

¢) Generalizando o que fez no exercicio 11, mostre que qualquer nimero complexo z = a + bi
(a,b € R) tem uma raiz quadrada.’

No exercicio anterior verificAmos que todo o nimero complexo z # 0 tem duas raizes
quadradas. Apesar disso, evita-se, sempre que possivel, escrever a expressao \/;, com a excepgao
do caso em que z ¢ um numero real maior ou igual a 0. Com efeito, constata-se que ndo existe
nenhum processo razoavel de escolher, para qualquer z, qual das duas raizes quadradas deve ser
designada por \/E (nocasoemque z € Re z > 0, \/E continuard a designar a raiz quadrada que ¢
maior ou igual a 0). Quando tivermos, mesmo assim, necessidade de utilizar o simbolo \/;, fora do
quadro em que z ¢ um real maior ou igual a 0, estard subentendido que ele designa uma das duas
raizes quadradas de z, que foi escolhida mas ndo se estd a explicar qual é.

Como exemplo do tipo de problemas que ¢ levantado por estas indeterminacdes, facamos a
pergunta se a igualdaded i = \/—_1 ¢ verdadeira ou falsa. A resposta é: Nao sabemos. Com efeito, ¢
¢ uma das duas raizes quadradas de —1, mas —¢ € outra, pelo que ¢ tdo legitimo escrever ¢ = \/—_1
como —i = \/——1 e ndo queremos decerto deduzir daqui que ¢ = —17 !

Exercicio 16. Dado um nimero complexo geral z, quais das seguintes afirmacdes podem ser
garantidas como verdadeiras ou como falsas e quais tém um valor de verdade que ndo se pode
determinar?

a) (1/2) = z
b) V22 = z;
0)i=+\—-1Vi=—/-129

d)/1+i=i.

TEncontraremos na proxima sec¢do um processo mais simples de verificar que qualquer nimero complexo tem uma raiz
quadrada.

8Por alguns autores apresentada como “defini¢io” de i.

9quando a mesma raiz quadrada aparece duas vezes numa certa expressio, fica subentendido que ela se refere nas duas
posicdes ao mesmo valor.

—11-



3. Interpretacdo geométrica dos nimeros complexos. A forma trigonométrica dos
numeros complexos.

Tendo em conta o que estuddmos na seccdo precedente, podemos considerar uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto C dos niimeros complexos € o conjunto R? dos pares
ordenados de numeros reais, correspondéncia que a cada numero complexo z associa o par
ordenado (x,y) tal que z = x + yi.

A correspondéncia biunivoca que acabamos de referir recorda-nos decerto uma situacdo analoga,
ja estudada no décimo ano:

Fixemos, com efeito, um referencial dum plano, determinado por uma origem O e por dois
vectores e, e e_g;. Sabemos entio que o conjunto R? dos pares de niimeros reais estd em
correspondéncia biunivoca tanto com o conjunto dos vectores do plano como com o conjunto dos
pontos do plano. Essas correspondéncias associam a cada par (x,y) o vector e o ponto com aquelas
coordenadas.

%

Sy
O ¢
Figura 4

Combinando as duas situagdes, constatamos que o conjunto C dos nimeros complexos, pode ser
posto em correspondéncia biunivoca tanto com o conjunto dos vectores do plano como com o
conjunto dos ponto do plano. Essas correspondéncias associam naturalmente a cada nimero

. — . ~
complexo z = x + yi, com x,y € R, o vector v ¢ o ponto P cujas coordenadas sdo (x,y) (tem-se

assim U = O—])D).

No contexto precedente, dizemos que o ponto P < (x,y) ¢ o afixo do nimero complexo
. — J .
z = x + iy e que o vector v < (x,y) € o seu afixo vectorial.

As correspondéncias biunivocas, que acabamos de referir, pressupdem a fixagdo do referencial
do plano e, para assegurar a validade de algumas conclusdes que obteremos adiante, suporemos
sempre que os vectores €, e €, sio ortogonais e de norma igual a 1. E também costume, embora
néo seja indispensavel, escolher o referencial de forma que, para rodarmos e, para e_gj pelo caminho
mais curto, nos desloquemos “para a esquerda”.!0 Em qualquer caso, neste contexto, consideramos
sempre que o sentido directo é o correspondente & rotagdo mais curta de e, para e_;.

Exercicio 17. Determine, no contexto da figura 4, o afixo e o afixo vectorial de cada um dos
seguintes numeros complexos:
a)l—2i;; b)—2+41; ¢)1; d) i.

10Por outras palavras, temos um referencial ortonormado directo. Como ji tivémos ocasido de referir em anos
anteriores, a afirmagdo sobre os comprimentos pressupde a fixagdo de uma unidade de comprimento e a nocdo de
“esquerdo e direito” tem um significado relativo, que varia com a “posi¢do do observador”.
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Exercicio 18. Determine os niimeros complexos cujos afixos vectoriais sdo vectores v, v € w,
assinalados na figura 5. Quais os pontos do plano que sdo afixos desses nimeros complexos?

—>
€y
%
\"

BN
u

O%e%x

Figura 5

A representacdo geométrica dos nimeros complexos por pontos do plano, descoberta no inicio
do século XIX, teve grande importancia historica, em particular por ajudar muitos matematicos
renitentes a aceitar os numeros complexos como algo que existia verdadeiramente. Um dos
matematicos associados a essa descoberta € o sui¢co Argand e ainda hoje se costuma chamar plano
de Argand (ou, simplesmente, plano complexo) a um plano em que se fixou um referencial
ortonormado, com o objectivo de representar os numeros complexos.

Para além da importancia historica que referimos, a representacdo geométrica revelou-se de
grande utilidade pelo modo como ela traduz as diferentes no¢des envolvendo niimeros complexos,
em particular as operagdes que os envolvem.

Como primeiro exemplo de tradugdo desse tipo, temos a interpretagdo geométrica da soma de
nimeros complexos: Se z =z + yi e w = a + bi, entdo z + w = (x + a) + (y + b)i, por outras
palavras, a parte real da soma de dois numeros complexos ¢ a soma das suas partes reais € o
coeficiente da parte imaginaria da soma de dois nimeros complexos ¢ a soma dos coeficientes das
suas partes imaginarias. Por outro lado, também sabemos que a abcissa ¢ a ordenada da soma de
dois vectores sdo respectivamente a soma das abcissas € a soma das ordenadas desses vectores.
Juntando estes dois factos chegamos a seguinte conclusio:

O afixo vectorial da soma de dois niimeros complexos ¢ igual a soma dos afixos vectoriais
desses niimeros complexos.

As duas propriedades que enunciamos em seguida tém uma justificacdo inteiramente analoga:

O afixo vectorial da diferenga de dois nimeros complexos ¢ igual a diferenca dos afixos
vectoriais desses nlimeros complexos.

O afixo vectorial do produto de um numero real a por um numero complexo ¢ igual ao
produto de a pelo afixo vectorial desse nimero complexo.

Repare-se que nao dizemos nada, de momento, sobre o afixo vectorial do produto de numeros
complexos; isso sera feito mais tarde, quando tivermos estudado a forma trigonométrica dos
nimeros complexos.

7 e — . 4
Exercicio 19. Na figura 6 o vector 2” ¢ o afixo vectorial de um certo nimero complexo z.
Determine os afixos vectoriais dos nimeros complexos:
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a)z+2; b)yz—i; ¢ —32z

8y
z
0O &
Figura 6

Exercicio 20. Na figura 7 os pontos P ¢ () sdo os afixos de dois niimeros complexos z ¢ w,
respectivamente.

a) Determine o afixo vectorial do numero complexo z — w, representando-o como uma seta com
origem no afixo @) de w.

b) Determine o afixo de z — w.

O &
Figura 7

Com frequéncia, para tornar mais intutiva a representacao, assinala-se o afixo e o afixo vectorial
de um nimero complexo com o mesmo simbolo que denota esse niimero complexo. E também
frequente ndo desenhar explicitamente os vectores e, e e_;, representando apenas o0s €ixos
acompanhados de alguma informagdo que torne claros a unidade de comprimento e os sentidos
positivos. As figuras 8 e 9 exemplificam essas convencgdes.

1+i/2 14
iT

-1/2+i

Figura 8 Figura 9

Definimos na secc¢do precedente o conjugado de um numero complexo z = x + yi (z,y € R),
como sendo o numero complexo z = = — yi, que tem a mesma parte real e coeficiente da parte
imagindria simétrico. A interpretacdo geométrica do conjugado ¢ simples: O afixo e o afixo
vectorial do conjugado do numero complexo z tém a mesma abcissa que os de z e ordenadas
simétricas. A conjugacdo dos nimeros complexos corresponde assim geometricamente a simetria
relativamente ao eixo das abcissas:
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O afixo e o afixo vectorial do conjugado z de um nimero complexo z sdo simétricos,
relativamente ao eixo das abcissas do afixo e do afixo vectorial de z.

] "z
1

w °Z

Figura 10

Exercicio 21. a) Quais serdo os numeros complexos cujos afixos estdo no eixo das abcissas?

b) Interprete a conclusdo de a), tendo em conta que os niimeros reais sdo exactamente 0os nimeros
complexos que coincidem com os respectivos conjugados.

¢) Quais serdo os numeros complexos cujos afixos estdo no eixo das ordenadas?

Examinamos em seguida duas propriedades importantes dos conjugados dos numeros
complexos. Consideremos entdo dois complexos z = = + yi e w = a + bi.

Se somarmos primeiro os numeros complexos e considerarmos depois o conjugado do resultado,
obtemos sucessivamente

z24+w=(r+a)+ (y+b)i
z+w=(z+a)— (y+Db)i.

Por outro lado, se comegarmos por considerar os conjugados Z =  — yi € W = a — bi dos nimeros
complexos e somarmos estes conjugados, obtemos o mesmo resultado:

Z+w=(x+a)— (y+Db)i.
Com a multiplicagdo, acontece um fenémeno analogo: Tem-se

zxw=(z+yi)(a+bi) = za+ rbi + yai + ybi* =
= (za — yb) + (zb + ya)i

donde
z X w= (zra —yb) — (zb+ ya)i,

e, por outro lado, multiplicando os conjugados, obtemos o mesmo resultado:

(z — yi)(a — bi) = xa — xbi — yai + ybi*> =
= (za — yb) — (xb + ya)i.

ZXwW

Podemos assim destacar as seguintes conclusoes:
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O conjugado da soma de dois nimeros complexos ¢ igual a soma dos respectivos
conjugados e o conjugado do produto de dois nimeros complexos ¢ igual ao produto dos
respectivos conjugados. Tem-se assim:

z2t+w=z+w, zXw=2zXw.

A nogdo de complexo conjugado vai ajudar-nos a estender ao contexto dos nimeros complexos
uma no¢do bem conhecida no quadro dos numeros reais, a de modulo ou valor absoluto.
Recordemos que, se ¢ um numero real, o seu modulo |z| ¢ o niimero real maior ou igual a 0
definido por

| = z, sex >0
|l =z, sexz <0

(lembrar que a defini¢do ndo levanta problema uma vez que, se z = 0, ambas as expressdes x € —x
ddo o mesmo valor (). Esta maneira de definir o médulo ndo se pode aplicar aos nimeros
complexos gerais, uma vez que, como ja referimos, para estes ndo definimos o que ¢ ser > 0 ou
< 0. Podemos tentar tirar partido de outra caracterizagdo equivalente do modulo dum ntimero real,

a saber da férmula que bem conhecemos |z| = V/22. Também aqui havia um problema em tentar
generaliza-la directamente para definir o médulo dum nimero complexo, uma vez que, em geral, se
z € C, 2% é um nimero complexo, pelo que ndo sabemos quais das duas raizes devemos considerar
na expressao \/; e, além disso, nenhuma dessas raizes €, em geral, um numero real maior ou igual
a 0. H4, no entanto, uma pequena adapta¢do que permite que a nossa ideia funcione, que ¢ a de
considerar o produto z x Z, no lugar de z2. Essa modificacio ndo altera nada no caso em que z é
real, visto que entdo z = 2. A razdo porque esta adaptagao resolve o nosso problema esta em que,
como ja observamos, quando construimos o inverso dum nimero complexo, z X zZ € sempre um
numero real maior ou igual a 0, s6 sendo igual a 0 quando z = 0. Com efeito, como ja tinhamos
observado, se z = = + yi, com =,y € R,

2xZ=(x+yi)(z—yi) = 2* — zyi + zyi — y*i* = 2> + >

Podemos finalmente apresentar a definicdo de mdédulo de um niimero complexo, generalizando a
de moédulo de um namero real.

Chama-se médulo do numero complexo z ao numero real maior ou igual a 0
2| =V 2z x Z.

Sendo z = x + yi, com z,y € R, tem-se assim

|z| = V22 + 2.

Recordando a formula que nos da o comprimento de um vector, a partir das suas coordenadas
num referencial ortonormado, a segunda caracterizagdo do modulo, que acabamos de apresentar,
conduz-nos a seguinte interpretagdo geométrica:

O modulo dum ntimero complexo z ¢ igual a norma do seu afixo vectorial, e portanto
também a distancia a origem do seu afixo.

Exercicio 22. Determine os modulos dos seguintes nimeros complexos:
a)l+i; b)3—4i; c)i; d) —2.
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Da caracterizagdo |z| = y/2z X Z do mdédulo dum nimero complexo podemos deduzir que, no
contexto destes nimeros continua a ser valida uma propriedade bem conhecida no caso dos
numeros reais. Calculemos, com efeito, o modulo do produto de dois nimeros complexos:

xw=VexwxzZXw=VzXZxwx W=

=Vzxzx Vwxw=|z| x |w].

Quaisquer que sejam os numeros complexos z, w, tem-se

|z x w| = |z| x |w|.

Exercicio 23. a) Mostre que, se z € C, entdo o conjugado z, do nimero complexo z, é igual a z:
zZ =2z

b) Mostre que se tem |Z| = |z|.

¢) Mostre que, se z € C \ {0}, entdo o conjugado de 1 ¢
d) Mostre que, se z € C \ {0}, entdo |1| = ‘Zi|

W=

Exercicio 24. Mostre que, quaisquer que sejam z, w € C, tem-se
|z 4+ w| < [z| + |wl.

Sugestio: Reduza esta desigualdade a desigualdade analoga que envolve dois vectores = ¢ w do
plano ou do espago: |[z" + || < |[Z|| + |[w]|. Justifique esta Giltima com a ajuda da desigualdade
bem conhecida entre os comprimentos dos trés lados de um triangulo

Exercicio 25. Determine no plano de Argand o conjunto dos afixos dos nimeros complexos de
modulo 2.

Exercicio 26. Determine no plano de Argand os conjuntos dos afixos dos nimeros complexos z que
verificam cada uma das seguintes condigdes:
a) |z —i| = 1. Sugestido: Repare que o afixo vectorial de z — i é o vector com origem em i ¢
extremidade z e interprete, por esse facto, o significado geométrico de |z — .
b) |z + i| < 1. Sugestio: Repare que z + i = z — (—1).
Ozt 1=z —il.
dz—1=1A[z|<|z—1—1].
e)|z| <1V|z—i|=1.
f)|z—i| <l|z—1 < |z +1il.
No contexto do exercicio precedente, podemos considerar que os subconjuntos do plano de
Argand sdo determinados pelas condi¢des envolvendo o niimero complexo z. No exercicio seguinte

propomos o problema reciproco: Sao dados certos subconjuntos do plano de Argand e procuramos
determinar condi¢des, envolvendo a variavel complexa z, que definam esses subconjuntos.

—17—



Exercicio 27. Procure, para cada um dos subconjuntos do plano de Argand sugeridos nas figuras 11
a 14, uma condicao envolvendo a variavel complexa z, que determine esse conjunto.
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Vamos agora estudar a nog¢do de argumento de um nimero complexo diferente de 0, que

comecamos por definir a partir da representacdo geométrica do nimero complexo no plano de
Argand.

Dado um numero complexo z # 0, consideremos no plano de Argand a semirecta de
origem O que contém o afixo de z. Chamamos argumento de z a qualquer dos angulos de
movimento que conduz do semi-eixo positivo das abcissas a semi-recta referida.

Nas figuras 15 a 17 estdo sugeridos trés argumentos para o nimero complexo z = 1 + 4, a saber,

usando o radiano como unidade de medida, 7, %Tﬂ =7+t2me —%” =7 —2m.

1+i 1+i 1+i

- -
PR P

o

Figura 15 Figura 16 Figura 17

O argumento de um niimero complexo nao nulo tem assim o mesmo tipo de indeterminagdo que
ja apareceu no estudo do décimo primeiro ano quando se referiram os angulos de movimento que
podem levar de uma posicdo de uma semirecta para outra, com a mesma origem:

Se a € um argumento do numero complexo nao nulo z, entdo os diferentes argumentos de
z sdo precisamente os niimeros da forma o + k x 27, com k € Z. 11

HLembrar que o argumento é um Aangulo e que, portanto, quando nenhuma outra unidade for indicada, esta
subentendido que a unidade considerada ¢ o radiano (360° corresponde a 27).
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Repare-se que, uma vez que um dado nimero complexo admite varios argumentos, ndo faz
sentido usarmos uma expressao do tipo “o argumento de z” devendo preferir-se uma do tipo “um
argumento de 2”.

Pelo contrario, uma vez que, dado » > 0, em cada semi-recta de origem O existe um Unico ponto
da semi-recta a distdncia r de O, podemos dizer que o mddulo e um dos argumentos determinam
completamente um nimero complexo. Mais precisamente:

Dados r > 0 e a € R, existe um nico complexo de moédulo r que admite o como um dos
seus argumentos.

Exercicio 28. a) Por que razdo s6 se definiu a no¢do de argumento para os niumeros complexos
diferentes de 0?

b) Determine um numero complexo w com os mesmos argumentos que z = 2 + 3¢ mas diferente de
z.

¢) Quais os argumentos dos numeros reais positivos?

d) Se o ¢ um dos argumentos de um nimero complexo z, determine dois argumentos diferentes do
niimero complexo —3z.

e) Se a ¢ um dos argumentos de um nimero complexo z, determine um argumento do nimero
complexo conjugado Z.

Vamos agora estudar o modo de determinar um argumento particular de um nimero complexo
dado na forma algébrica z = = + yi e, reciprocamente, o de determinar, na forma algébrica, um
nimero complexo do qual se conhece o seu modulo e um dos seus argumentos.

Consideremos primeiro um numero complexo z =z + y¢ de modulo 1, portanto com
x? + y? = 1. O afixo de z esta portanto na circunferéncia de centro O e raio 1, ou seja, no circulo
trigonométrico. O que estuddmos no décimo primeiro ano diz-nos entdo que, sendo a um dos
argumentos de z, isto é, um dos angulos de movimento que conduz a semi-recta definida pelo afixo,
tem-se, por definigdo, cos(a) = x e sen(a) = y. Em resumo, podemos dizer que:

O numero complexo z de modulo 1 que admite o como um dos seus argumentos ¢é

z = cos(a) + sen(a) i.

E agora muito facil estender o enunciado precedente de forma a considerar nimeros complexos
com moédulo r > 0 arbitrario. Basta, com efeito, reparar que, multiplicando por r um nimero
complexo de modulo 1, obtemos um numero complexo de modulo r que admite os mesmos
argumentos que o primeiro (o seu afixo estd na mesma semi-recta com origem ). Concluimos
assim que:

Se r>0¢ a€R, onumero complexo de mdédulo r que admite @ como um dos seus
argumentos €

z =r(cos(a) + sen(a) 7).

Costuma dizer-se que esta ¢ a forma trigonométrica do nimero complexo.
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Por razdes puramente estéticas, a forma trigonométrica do numero complexo z com
mobdulo 7 e com o como um dos argumentos costuma ser escrita

z =r(cos(a) +isen(a)).

Com frequéncia, principalmente no contexto do Ensino Secundario, utiliza-se também a
seguinte forma abreviada

z = rcis(a)
ou ainda, omitindo parénteses,

z=rcisa. 12

Exercicio 29. a) Determine na forma algébrica o nimero complexo de moédulo 2 que admite 2%

3
como um dos argumentos.
b) Determine na forma algébrica, com aproximacao as milésimas da parte real e do coeficiente da
. oy , J4 1 m
parte imagindria, o nimero complexo de médulo \/5 que admite § como argumento.

Ao resolver o exercicio precedente, decerto constatou como ¢ simples passar da forma
trigonométrica de um numero complexo para a sua forma algébrica. O caminho inverso, apesar de
ndo ser tdo directo, também nao ¢ dificil de percorrer.

Um dos modos de passar da forma algébrica para a forma trigonométrica consiste em comecar
por determinar o mddulo e, em seguida, dividir o nimero complexo pelo seu modulo. Obtém-se
assim um nimero complexo de modulo 1 com os mesmo argumentos que o primeiro (o afixo esta
na mesma semi-recta com origem em (). Uma vez que a parte real e o coeficiente da parte
imaginaria deste numero complexo de mddulo 1 sdo respectivamente o co-seno € o seno de
qualquer dos seus argumentos, ¢ muito facil de determinar estes (ou, pelo menos, valores
aproximados com o auxilio da calculadora).

Quando apenas pretendemos determinar o argumento de um niimero complexo z = x + 1y, cuja
parte real x ndo ¢ nula, existe um caminho porventura mais directo de determinar um argumento «

de z, que consiste em lembrar que ¥ é o declive da recta que contém o afixo de z, e portanto que

tg(a) = £, o que nos permite deduzir um valor do argumento, eventualmente com o auxilio da
calculadora, tendo em conta o facto de o quadrante do afixo de z ser conhecido a partir dos sinais de

rey.

Exercicio 30. Determine o médulo e um argumento particular para cada um dos nimeros
complexos seguintes:

a)1++/3i;  b)—1+i; ¢)i; d) —2.
Exercicio 31. Determine o mddulo e um valor aproximado as milésimas de um argumento do
nimero complexo —3 — 4.

A importancia principal da representacdo trigonométrica dos nimeros complexos estd na

interpretacdo geométrica da multiplicagdo destes que vamos encontrar em seguida.

Consideremos entdo dois niimeros complexos ndo nulos z € w, o primeiro com modulo r e
admitindo oo como um dos seus argumentos ¢ o segundo com mddulo s e admitindo 4 como um dos

12As letras cis tentam lembrar, respectivamente co-seno, 4 e seno. No contexto da Matematica mais avancada, em que
se define a exponencial de base e e expoente complexo, em vez de cis(a) utilia-se a expressdo, com o mesmo
significado, e'.
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seus argumentos. Tem-se assim

z = r(cos(a) + isen(a))

w = s(cos(F) + isen(f)).
Efectuando a multiplicagdo, obtemos o resultado seguinte:

z x w = rs(cos(a)cos(f) + cos(a)sen(B)i + sen(a)cos(f)i + sen(a)sen([)i?) =
= rs((cos(a)cos() — sen(a)sen(B)) + i (sen(a)cos(3) + cos(a)sen())).

Este resultado pode parecer pouco interessante se ndo o relacionarmos com duas férmulas que
encontradmos no estudo do décimo primeiro ano, envolvendo o co-seno e o seno da soma de dois
angulos:

cos(a + () = cos(a)cos(5) — sen(a)sen(f)
sen(a + ) = sen(a)cos(3) + cos(a)sen(f).

Tendo presente estas formulas, podemos entdo escrever
z x w = rs(cos(a+ B) + isen(a + 3)).

Podemos entdo destacar a seguinte propriedade:

Sendo
z = r(cos(a) +isen(a))
w = s(cos(F) +isen(B)),
dois nimeros complexos nao nulos, tem-se

z x w =rs(cos(a + f) +isen(a + 3)).

Por outras palavras, o produto de dois numeros complexos ndo nulos tem modulo igual ao
produto dos moédulos dos dois complexos!3 e admite como argumento a soma de dois
argumentos arbitrarios destes.

Exercicio 32. Considere os numeros complexos

z= cos(%) +isen(z),

6
w = cos(g) + isen(g).

a) Determine, primeiro na forma trigonométrica e seguidamente na forma algébrica, o numero
complexo z X w.
b) Determine, na forma trigonométrica, 0 namero complexo .

A0° w A 4 ISRT ,
Sugestdo: Lembre que - € o nimero complexo que multiplicado por z da w.

¢) Determine na forma trigonométrica os nimeros complexos iz ¢ —z.
Sugestao: Repare na forma trigonométrica dos nimeros ¢ e —1.

Uma interpretagdo interessante da forma trigonométrica do produto de dois nimeros complexos
corresponde a pensar na interpretacdo geométrica da multiplicagdo de um ntimero complexo w pelo
numero complexo de modulo 1 cos(«) + isen(a): Uma vez que obtemos um niimero complexo

13Esta parte da conclusdo j4 era nossa conhecida.
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com o mesmo moédulo que w e com um argumento igual ao de w somado com «, podemos dizer que
a multiplicacdo corresponde a rodar o afixo de w do angulo o em torno da origem.

Um caso particular importante da observagdo anterior ¢ o correspondente a multiplicagdo por i:
Uma vez que i = cos(j)+isen(;), podemos dizer que, quando multiplicamos um nimero
complexo por ¢, rodamos o respectivo afixo em torno da origem de um angulo recto, no sentido
directo.

Exercicio 33. Na figura 18 esta representado o conjunto dos afixos de um certo conjunto A de
numeros complexos.

a) Represente na figura o conjunto dos afixos dos nimeros complexos iz, com z € A.

b) Represente na figura o conjunto dos afixos dos numeros complexos z tais que iz € A.

Figura 18

Ao resolver a alinea b) do exercicio 32 decerto descobriu como deduzir uma féormula para o
quociente de dois numeros complexos na forma trigonométrica:

Sendo

z = r(cos(a) + isen(a)),

w = s(cos(F) +isen(H)),

dois nimeros complexos nao nulos, tem-se

z T .

— = —(cos(av — ) + isen(a — 3)).

wos

Por outras palavras, o quociente de dois nimeros complexos ndo nulos tem moédulo igual ao
quociente dos mddulos dos dois complexos e admite como argumento a diferenca de dois
argumentos arbitrarios destes.

A explicagdo € simples: Uma vez que = € o Unico namero complexo que multiplicado por w da
z, 0 temos que reparar que o produto dos numeros complexos

g(cos(a — B) +isen(a — f3))
s(cos(B) +isen(3))

¢ efectivamente z = r(cos(«) + isen(a)), e isso ¢ uma consequéncia da formula para o produto de
nimeros complexos dados na forma trigonométrica.

Exercicio 34. Sendo
z = r(cos(a) + isen()),

um numerto complexo ndo nulo, determine, na forma trigonométrica, os seguintes nimeros
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complexos:
a) 1; b) 22; ¢) 2% d) =%

Exercicio 35. Generalizando o que fez nas alineas b), ¢) e d) do exercicio precedente, prove, por
inducdo, a formula que destacamos em seguida, para a poténcia de um numero complexo dado na
forma trigonométrica.

Formula de Moivre: Sendo
z = r(cos(a) + isen())
um nimero complexo ndo nulo e n > 1 um inteiro, tem-se

2" = r"(cos(na) + i sen(na)).

Exercicio 36. a) Escreva na forma trigonométrica cada um dos seguintes niumeros complexos e
represente os respectivos afixos no plano de Argand:

21:\/§+i, 22:—\/§+i, 23 = —21.

b) Determine, primeiro na forma trigonométrica e depois na forma algébrica, os nameros
complexos 27, 23 e 23.
¢) Acabou de concluir que 21, 2o e 23 sdo trés raizes cubicas distintas de 8:. Utilize a forma de

Moivre para mostrar que ndo existe mais nenhuma raiz ctbica de 8.

Exercicio 37. a) Utilize a formula de Moivre para determinar, primeiro na forma trigonométrica e

depois na forma algébrica, as raizes quadradas do nimero complexo % + ‘/7§
com os valores obtidos no exercicio 11.

b) Determine na forma algébrica as raizes quartas de —4.

¢) Com o auxilio da sua calculadora, determine valores aproximados as milésimas para a parte real
e para o coeficiente da parte imaginaria de cada uma das raizes sétimas de ¢. Represente aproxima-

damente os afixos dessas raizes sétimas no plano de Argand.

. Compare o resultado

Ao resolver os exercicios precedentes, decerto descobriu uma propriedade geral das raizes de
indice n de um niimero complexo ndo nulo que mostra que, nesse aspecto, os nimeros complexos
se comportam de uma maneira mais regular que os numeros reais. Recordemos que, no contexto
dos niimeros reais, quando n ¢ impar, qualquer nimero tem uma Unica raiz de indice n e, quando n
¢ par, os niumeros maiores que 0 tém duas raizes de indice n (simétricas uma da outra) e os nimeros
menores que 0 ndo tém nenhuma. No caso dos nimeros complexos a situacao ¢ mais simples:

Se n > 1 ¢ um inteiro, qualquer numero complexo ndo nulo z tem exactamente n raizes de
indice n, cujos afixos se dispdem sobre uma circunferéncia de raio 1/|z| com argumentos
sucessivamente espagados de 27” 14

Mais precisamente, se escrevermos z na forma trigonométrica,
z = r(cos(a) +isen(a)),

as raizes de indice n de z sdo exactamente os numeros complexos que se podem escrever na forma

14E claro que 0 tem uma unica raiz de indice n, a saber o proprio 0.
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k k
\’/;(cos(% + - X 2m) +z’sen(% + e 2m)),

com k namero inteiro entre 0 e n — 1.15 Na figura 19 estio representados os afixos das sete raizes
de indice 7 de ¢ (compare com o que fez na alinea c¢) do exercicio 37).

23 - 2y
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o R
A NS
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/// AN
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\\\Q\ I
Z3 ////?’27
R e
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Figura 19

A explicagdo da afirmagdo anterior, que possivelmente ja descobriu, resume-se a trés factos
simples:

1) Qualquer nimeros complexo da forma
k k
\’/;(cos(g + — x 27) —i—z’sen(g + — x 27)),
n o n n o n

com k nimero inteiro, ¢ uma raiz de indice n de z, uma vez que, pela formula de Moivre, a sua
poténcia de expoente n ¢ igual a

r(cos(a+ k x 2m) +isen(a + k x 2m)) =
= r(cos(a) + isen(a)) = z.
2) Os numeros complexos da forma
a k a k
y —+ — %2 ' —+ — %2
\/;(cos(n + ~ X ) +zsen(n + ~ X 7)),

com k numero inteiro entre 0 e n — 1, sdo todos distintos, uma vez que admitem argumentos que

diferem de uma quantidade estritamente entre 0 e 27 e que ndo pode assim ser multipla inteira de
2.

3) Se w ¢ uma raiz de indice n arbitraria de z, w pode ser escrito na forma trigonométrica
w = s(cos(B) + isen(S)),
tendo-se entdo, pela formula de Moivre,
s"(cos(nB) + isen(nf)) = w" = z = r(cos(a) + i sen()),

o que implica que s" = r, ou seja, s = \/77, e nf = a+ k x 2m, para algum k € Z. Esta tltima
igualdade mostra que 8 = = + % X 2, e portanto que w ¢ uma das n raizes de indice n referidas
(apesar de k ndo ter que estar entre 0 € n — 1, ja observamos na nota de pé de pagina 15 que o
nimero complexo correspondente a um tal £ coincide com o definido por um outro k£ entre O e

1505 valores inteiros de k que ndo estdo entre 0 e n — 1 também conduzem a raizes de indice n mas que, como se
verifica facilmente, repetem outras ja obtidas.
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n —1).

Figura 20

Exercicio 38. Na figura 20 esta representado o afixo de uma das raizes sextas de um certo numero
complexo z. Determine, com a ajuda dum compasso:

a) os afixos das restantes raizes sextas de z.

b) A semi-recta de origem em O onde se situa o afixo de z.

4. Problemas na defini¢do da “fun¢do argumento™.

Vimos na sec¢do precedente que cada nimero complexo ndo nulo admite varios argumentos, os
quais diferem entre si por um multiplo inteiro de 2, isto é, por um nimero da forma k x 27, com
k € Z. Esse facto levou a que tenhamos evitado expressdes do tipo “o argumento de z”, usando, em
vez delas as correspondentes expressdes com o artigo indefinido “um”. Pela mesma razdo nao ¢
nada claro que significado podera ter uma “fun¢do argumento”,

arg(z),

definida no conjunto dos nimeros complexos ndo nulos. Uma fun¢do que pode tomar varios
valores, para um dado valor z da varidvel independente, ou uma fung¢ao com valor indefinido ¢é algo
que ultrapassa o nosso conceito de fungdo e que nao ¢ possivel tratar, ao nivel a que nos colocamos,
sem mergulharmos em problemas de dificil solucao.

J& encontramos um problema do mesmo tipo quando referimos, na pagina 11, a dificuldade em
atribuir um significado a expressao \/;, quando z ¢ um numero complexo geral, dificuldade que ¢
alids analoga a que aparece, mais geralmente com expressdes do tipo \/E (sabemos o que ¢ uma
raiz de indice n dum nimero complexo, mas ndo sabemos qual delas merece o nome de \/;)
Referimos entdo que, quando se tornasse necessario escrever uma tal expressdo, deviamos
considerar que ela designava uma das raizes, sem que pudéssemos precisar qual. Uma atitude do
mesmo tipo com a expressdo arg(z) parece, no entanto, levantar mais problemas do que aqueles que
resolve.

A via que ¢é seguida com mais frequéncia para dar um significado a expressdo arg(z) ¢ analoga a
que se encontra, por exemplo, nas calculadoras para trabalhar com a inversdo das fungdes
trigonométricas:

a) Apesar de, para cada = € [—1, 1], existirem varios angulos cujo seno ¢ x, existe um tnico angulo
nessas condi¢des pertencente ao intervalo [—7, 7] e é precisamente esse aquele que é designado por
sen—!(z), ou arcsen(x), ou asen(z). 16

16De facto, 0 que a aparece nas calculadoras, tendo em conta as notagdes na lingua inglesa, ¢ respectivamente sin~!(z),
arcsin(z) ou asin(z).
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b) Apesar de, para cada x € [—1, 1], existirem varios angulos cujo co-seno é x, existe um Gnico
angulo nessas condigdes pertencente ao intervalo [0,7] e é esse que recebe qualquer das
designagdes cos ! (x), arccos(z) ou acos(x).

c) Apesar de, para cada x € R, existirem varios angulos cuja tangente ¢ x, existe um Unico angulo
nessas condigdes pertencente ao intervalo |—7, 5[ e € esse que se designa por tan~!(z), arctan(z)
ou atan(z). 17

Para dar significado a arg(z), tudo o que temos que fazer é procurar um intervalo que tenha a
propriedade de qualquer nimero complexo ndo nulo ter um unico argumento nesse intervalo; sera
entdio esse Uinico argumento que se designa por arg(z). E facil constatar que qualquer intervalo de
amplitude 27, que seja fechado numa das extremidades e aberto na outra, serve para o efeito
pretendido. E o que acontece, por exemplo, com os intervalos [0, 27|, [—, 7[ ou ]—m,7], para citar
apenas alguns que sdo utilizados com mais frequéncia.

No caso das “fungdes trigonométricas inversas”, ha uma razoavel unanimidade na comunidade
matematica no que respeita a escolha dos intervalos onde se convenciona que elas tomam valor,
apesar de haver escolhas alternativas formalmente validas. No caso da “fun¢do argumento” nao
existe, infelizmente, uma tal unanimidade, havendo assim diferentes conven¢des, cada uma com
vantagens € inconvenientes relativamente as outras. Uma vez que os programas oficiais nao referem
qual a convencdo que deve ser seguida, ficamos limitados a dar um “conselho de amigo”, que
estamos convencidos que, quando seguido, nio conduzira a respostas incorrectas!8.

“Conselho de amigo”: Na auséncia de explicitacdo sobre a convencdo utilizada para dar
significado a expressdo arg(z), com z # 0, aconselhamos a que se considere que ela significa
0 unico argumento do nimero complexo z pertencente ao intervalo [0, 27].

Para fixar ideias ¢ esta a convengao que utilizaremos, salvo aviso em contrario, no exercicios
seguintes.

Exercicio 39. Ao resolver a alinea ¢) do exercicio 28, chegou, sem duvida, a conclusao que, se « é
um argumento dum niimero complexo z # 0, entdo —« € um argumento do complexo conjugado z.

a) Sera que podemos garantir a validade da igualdade arg(z) = —arg(z), para qualquer niimero
complexo nao nulo z?

b) Sera que a resposta seria diferente, se tivéssemos utilizado outro intervalo que ndo o [0, 27| para
dar significado a “fun¢ao argumento”?

Exercicio 40. Sabemos que, dados nimeros complexos nao nulos z ¢ w, admitindo argumentos o €
B, respectivamente, um dos argumentos de z X w € a + (. Sera que podemos garantir a validade da
igualdade

arg(z x w) = arg(z) + arg(w),
quaisquer que sejam os nimeros complexos nao nulos z e w? Justifique a resposta.

Exercicio 41. Ja estudou anteriormente a no¢do de limite de uma sucessdo no contexto dos nimeros reais. Esta
nogdo pode ser estendida facilmente as sucessoes de nimeros complexos dizendo que uma sucessao de numeros
complexos z, = x, + y,¢ (onde z,,,y, € R) tem limite z = z + yi (z,y € R) se,esdse,x, — ey, — y.

_ 1 . . . . ~
a) Sendo z, = 1 — -1, verifique que 2, — 1 e que arg(z,) — 27 # arg(1). Podemos assim dizer que a fungio

arg(z) ndo é continua em todos os pontos do seu dominio.

17Na lingua portuguesa ¢ comum escrever-se arctg(x).

18Mais precisamente, estamos convencidos que, tendo em conta a indefinicio do programa oficial, os autores dos
exames terdo o cuidado de fazer apenas perguntas, envolvendo a expressdo arg(z), que conduzam a mesma resposta
com qualquer das convengdes mais habituais.
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b) Sera que, com uma escolha diferente da do intervalo [0, 27| na definigdo da fungdo arg(z) se conseguiria que
esta ficasse continua em todos os pontos do seu dominio?

Exercicio 42. a) Represente no plano de Argand o conjunto dos nimeros complexos z tais que

5 <zl <1Aarg(z) <73

b) Resolva de novo a alinea precedente, mas supondo agora que a “funcao argumento” tinha sido
definida com o intervalo [—, 7[ no lugar do intervalo [0, 27[.1°

5. A equagdo do terceiro grau revisitada.

Apesar de o nosso objectivo ndo ser especialmente o estudo das equagdes do terceiro grau, pode ser
instrutivo reexaminar o que dissémos na sec¢do de introdugdo aos niimeros complexos sobre a resolucdo
daquelas equagdes, a luz do que entretanto fomos aprendendo.

Uma primeira observacio que fazemos ¢ a de que muito do que foi estudado sobre a divisdo de polindmios e
as raizes dos polinomios, no contexto dos nimeros reais, pode ser estendido sem nenhuma modificacdo ao
contexto dos numeros complexos, como o estudante verificard facilmente. Em particular, dado um polinémio de
grau n,

P(2) = ap2" + a12" ' 4+ -+ ap_12 + ay,

em que os coeficientes ayg, ..., a, s30 numeros complexos (em particular podem ser reais) e ag # 0, uma raiz ¢
um nimero complexo w tal que P(w) = 0 e continua a ser verdade que w é uma raiz se, e s se, o polindomio
P(z) ¢é divisivel pelo polindmio z — w. Tal como no contexto dos numeros reais, deduz-se daqui que um
polinémio de grau n tem, no maximo, n raizes e que, no caso em que admite as n raizes zi, 2o, . .. , 2, ele pode
ser escrito na forma

P(z) =ap(z — 21)(z — 22)-- (2 — zp).

Exercicio 43. De que modo a observagdo precedente nos podia ter levado a prever que n era o niimero maximo
de raizes de indice n que um nimero complexo w podia ter?

Exercicio 44. Verifique que a formula resolvente das equagdes do segundo grau continua a ser valida no
contexto dos numeros complexos, isto €, que, dados nimeros complexos a, b, c, com a # 0, as solu¢des da
equacao

ar’ +br+c=0

sdo as dadas pela formula habitual

. —b £V b?% —4ac
o 2a

(em particular existe sempre pelo menos uma solugdo: Existe uma unica solugio, ;—é’,

b?> —4ac =0, e existem duas solugdes, no caso contrario?). Sugestdo: Fazer a mudanca de varidveis
_ b ~ . . . .

T =y — 5~ para transformar a equagio noutra mais simples, sem parcela do primeiro grau.

no caso €m que

Retomemos o exame que fizémos na sec¢do 1 da formula de Cardano para a solugdo de uma equagdo do
terceiro grau na forma reduzida

v +py+q=0,

onde p e g podem ser nimeros reais ou, mais geralmente, niimeros complexos. Mostramos entdo que a formula

19De acordo com o que dissémos anteriormente, ndo acreditamos que a pergunta anterior seja feita num exame
nacional, a menos que seja explicitado qual a convengao utilizada para definir arg(z).

20Repare que, embora, no contexto dos numeros complexos, a expressio /b2 —4ac levante problemas de
indeterminacdo, por poder designar dois nimeros complexos, simétricos um do outro, este problema nio se pde neste
caso, uma vez que ecla esta antecedida do sinal 4, que indica que consideramos os dois valores para obter as duas
solugdes.
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de Cardano, quando fizesse sentido, dava sempre uma das solucdes, ficando algo inexplicada a razdo por que as
outras solugdes, que eventualmente existissem, ndo eram apanhadas. Recordemos que a solugdo correspondente

a formula de Cardano era
B B R K S B R L G
y‘\/ 2 T 4+27+\/2 T

. . . 2 3
e que a questdo de ela fazer ou ndo sentido se prendia com o sinal de % + £z, uma vez que, no contexto dos

nameros reais, s6 os nimeros maiores ou iguais a 0 tém raizes quadradas.

Quando examinamos a formula da Cardano no contexto dos numeros complexos, “passamos do oito para o
oitenta”. Com efeito, em vez de ela nos dar solu¢des a menos, passa a dar-nos solugdes a mais...

A raz@o por que temos agora solugdes a mais tem a ver com a indeterminagdo das raizes cubicas no quadro
dos niimeros complexos. As raizes quadradas ndo levantam problema, uma vez que, tal como no caso da
equacdo do segundo grau, a formula de Cardano ¢ uma soma de duas expressdes cuja Unica diferenga é que
numa consideramos uma das raizes quadradas e na outra consideramos a outra raiz quadrada. Mas, em geral,
cada uma das duas raizes ctbicas pode tomar trés valores e, combinando-os de todas as maneiras possiveis,
podemos obter nove numeros complexos, dos quais um maximo de trés podem ser solugdes.

Examinemos um caso concreto, que ja encontramos na sec¢do 1, para percebermos melhor o que se esta a
passar. Consideremos entdo a equacdo do terceiro grau, na forma reduzida,

2 —Ter+6=0.

A féormula de Cardano propde-nos os candidatos a solugéo

Calculemos valores aproximados para cada uma destas raizes, passando pela forma trigonométrica e utilizando a
calculadora. Comecemos pela primeira raiz clibica e coloquemos o radicando na forma r(cos(a) + i sen(«)).

Tem-se assim
/ 100
=4/94+ — ~ 3.5642
T + o7
_ . /100
7~ —0.6415

3

tg(a) =
o~ 2.5712

e, a partir daqui, calculamos

r ~ 15275

8 = % ~ 0.8571
o 27
= &I 9209515
=313
a Ar
— 24 T~ 5.0459,
Bs=3+3

o0 que nos da os seguintes valores aproximados para as trés raizes cubicas de —3 + 74/ 12&, zj = \*/; (cos(B;) + i
sen(f))), j =1,2,3,

z1 ~ 1+ 1.15474
zp~ —1.5+0.28861
z3 ~ 0.5 — 1.44331.

28—



Analogamente?!, obtemos os seguintes valores aproximados para as trés raizes ctbicas de —3 — 74/ 1%
27

wy ~1—1.15471
wy =~ — 1.5 —0.28861
wz ~ 0.5 4 1.4433 1.

Os valores aproximados dados pela formula de Cardano sdo assim

21 +w =2

21 +wy = —0.5+ 0.8661 7
21 +ws ~ 1.5+ 25981

29 +wy ~ —0.5 —0.8661 ¢
29 +wo =~ —3

z3+w; =~ 1.5 —2.59817
23+ Wy & —1—-1.73191
23 +wsg ~ 1.

Se substituirmos estes valores na equagio z° — 7x + 6 = 0, concluimos que 2, —3 e 1 (valores exactos!) sdo
solugdes da equacdo e portanto os outros seis valores, apesar de provenientes da formula de Cardano, ndo o
podem ser.

A constatacdo que acabamos de fazer de que a formula de Cardano fornece em geral valores que ndo sdo
solucdo da equagdo de partida parece entrar em contradigdo com a conclusdo, a que chegaramos na secgéo 1, de
que, quando ela fizesse sentido, a formula de Cardano produzia efectivamente uma solugao (lembrar o exercicio
2). No exercicio seguinte propomos que o leitor descubra o que é que funcionava na sec¢@o 1 e ndo funciona
agora.

Exercicio 45. Enunciamos em seguida a adaptagdo natural do exercicio 2 para o contexto dos numeros
complexos, considerando a partida uma equagdo reduzida do terceiro grau y° + py +q =0, em que os

coeficientes p e ¢ podem ser numeros reais ou complexos.
"3

Notemos A uma das raizes cibicas de —5 + 1/ ‘fl—z + g—; e BB uma das raizes clibicas de —1 — (fl—z +
a) Mostre que A% + B3 = —q.

b) Mostre que AB = —£.

¢) Utilize as conclusdes de a) e b) e o desenvolvimento de (A + B)?* (bindémio de Newton) para demonstrar a
formula de Cardano, isto é, para concluir que y = A+ B ¢ efectivamente uma solugdo da equagdo
¥ +py+q=0.

1) Uma das alineas anteriores nao pode ser resolvida. Descubra qual ¢ e indique a razdo por que no contexto dos
nimeros reais ndo existia problema.

2) Adapte a formula de Cardano de forma a obter outra formula que possamos garantir que fornece
efectivamente uma solug@o da equacdo, quando fizer sentido.

|’!:
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Acabamos de descobrir que, ao passar do contexto dos nimeros reais para o dos numeros complexos, a
formula de Cardano perdeu uma das suas qualidades, a saber a garantia que um valor calculado com a ajuda dela
¢ de certeza uma solucgdo. Para terminar esta sec¢do, vamos agora verificar que, em compensagio, formula de
Cardano ganhou uma qualidade que ndo tinha antes, a de podermos garantir que todas as solugdes da equacao
estdo entre os valores que podem ser calculados através dela.?3 Antes de prosseguir propomos o seguinte
exercicio, cuja solugdo era ja bem conhecida quando a formula de Cardano foi descoberta.

Exercicio 46. O objectivo deste exercicio € resolver o seguinte problema: Determinar um par de nimeros A, B
cuja soma seja um valor b dado e o produto seja outro valor ¢, também dado.

a) Suponha que A, B é um par de numeros cuja soma ¢ b e cujo produto é c. Mostre que A é uma das solugdes
da equagio do segundo grau 2> — bz + ¢ = 0 e que B ¢ a outra.24

21ou reparando que as raizes de indice n do conjugado dum niimero complexo sio os conjugados das raizes de indice n
desse numero complexo, como se deduz facilmente do facto de o conjugado dum produto ser o produto dos
conjugados.

22 Repare que ndo hé agora lugar a exigéncia de que a formula de Cardano faga sentido, uma vez que todos 0s niimeros
complexos t€m raiz quadrada.

23De entre os nove valores que ela fornece, sé temos que desprezar aqueles que ndo servirem.

24No caso em que A = B consideramos que a nossa afirmagcdo significa que essa equacio tem A como tnica solugdo.
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b) Reciprocamente, suponha que A e B sdo as duas solugdes da equacio de segundo grau x> — bz + ¢, no caso
em que elas existem.25> Mostre que A+ B =be AB = ¢.26

O proximo exercicio pretende conduzir o leitor a prova de que qualquer solu¢io da equagdo y + py +q =0
pode ser obtida a partir da formula de Cardano, seguindo o caminho que levou ao estabelecimento daquela
formula.

Exercicio 47. Suponha que y ¢ uma solu¢do da equacdo 3® + py + ¢ = 0, no contexto dos niimeros complexos.
Considere um par de nimeros complexos A, B tais que A+ B =ye AB = —£. 27

a) Substituindo y por A + B na equacio deduza que se tem A® + B + ¢ = 0.

b) Reparando que A3B? = fg—;, conclua que A3 e B? sio as duas solugdes de uma certa equacio do segundo
grau, € portanto que

2 4 4 g — ]2
A3:*Q+\/Q+27 B q 9+ 57
2 ’ 2 ’
para uma escolha conveniente da raiz quadrada.
¢) Deduza do anterior que y ¢ um dos valores resultantes de aplicar a formula de Cardano.

6. Afinal os nimeros complexos existem ou nao?

Quando, no inicio da sec¢do 2, estuddmos os niimeros complexos de forma axiomatica, seguimos um
caminho semelhante ao que foi utilizado quando estes foram introduzidos nos século XVI: Admitimos que
existiam uns seres algo enigmaticos que tinham certas propriedades e utilizimos esses seres nas aplica¢des a
problemas da vida real. Nao pode deixar de se nos levantar o mesmo tipo de interrogacdes que levou a que,
durante muito tempo, geracdes de matematicos se recusassem a aceitar trabalhar com esses seres, que s
existiam porque nos tinhamos decidido a sua existéncia! Quem nos garante que eles existem? E se ndo existirem,
qual a validade das aplicagdes em que eles foram utilizados?

Vamos nesta sec¢ao abordar um dos modos actuais de ultrapassar as dificuldades levantadas pela questdo da
existéncia ou ndo dos niimeros complexos. Vamos construir explicitamente uns objectos matematicos que vao
verificar as propriedades que desejdvamos que os nimeros complexos tivessem (os axiomas enunciados na
seccdo 2). A partir dessa altura, podemos considerar que os numeros complexos sdo esses objectos que
construimos, e portanto que tudo o que fizémos com o auxilio deles ndo corre o risco de ser vazio de sentido.

Antes de comegarmos a descrever a constru¢do dos niimeros complexos, esclarecamos desde ja dois pontos.
Em primeiro lugar a construgdo ndo vai ensinar nada sobre os nimeros complexos que ndo saibamos ja (para
além de ficarmos com a certeza de que faz sentido dizer que eles existem). Em segundo Iugar, tudo o que vamos
dizer é “para esquecer”, no sentido que, de futuro, quando trabalharmos com um numero complexo, nio
precisamos de nos recordar da construcdo explicita que vamos fazer e que, nalguns pontos, como na defini¢do da
multiplicago, podera parecer algo artificial.

A primeira pergunta, “O que sdo os niimeros complexos?”, vamos dar como resposta: Chamamos niimero
complexo a um par ordenado (z,y) de niimeros reais.

E claro que a pista que nos levou a esta definicio foi o conhecimento de que os numeros complexos, a
existirem, estdo em correspondéncia biunivoca com estes pares ordenados.

Vamos agora definir a soma e o produto de nimeros complexos, ou seja, de pares ordenados de niimeros
reais. A defini¢do de soma vai parecer natural e a de produto um pouco estranha. A justificacdo intuitiva desta
ultima estd nas formulas que ja encontramos para a parte real e o coeficiente da parte imaginaria do produto de
numeros complexos. Apresentamos entdo as defini¢des de soma e produto de pares

(«y) = (e +2",y+v),
) = (zz’ — gy, xy’ + ya').

—~
&

Y
+

25No caso em que o contexto é o dos nimeros complexos, as solugdes existem sempre.

26Mais uma vez, consideramos que, no caso em que a equacdo tem solucdo tUnica, tomamos A = B, igual a essa
solucdo.

27A existéncia desses nimeros estd assegurada pela conclusdo do exercicio precedente.
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Comecemos por verificar as propriedades expressas no axioma 1, na pagina 5, para o que temos que resolver
uma pequena dificuldade: Esse axioma afirma que o conjunto dos nimeros complexos deve conter o dos
numeros reais € ndo ¢ isso que esta a acontecer. Para resolver essa dificuldade vamos identificar cada nimero
real z com o par (x,0), isto ¢, vamos considerar que o par (x,0) significa o mesmo que z.28 As verificagdes
que temos que fazer para garantir a validade do axioma 1, isto é, que as operacdes definidas em C estendem as
definidas em R, resumem-se a reparar que

(z,0) + (2',0) = (z + 2/,0+ 0) = (z + 2',0),
(2,0) x (2/,0) = (z x2' —0x 0,z x 0+ 0 x z') = (z x 2,0).

O axioma 2 afirma que, no contexto dos numeros complexos, continuam a ser validas as propriedades
comutativa e associativa, tanto para a adicdo como para a multiplicacdo, ¢ que a multiplicacdo continua a gozar
da propriedade distributiva relativamente a adigdo. Verifiquemos, por exemplo, a propriedade associativa da
multiplicacio, deixando as outras propriedades como exercicios simples?? para o estudante. Tem-se

((z,y) x (@, y") x (2", y") = (w2’ — yy', 2y’ + y2') x (2",9") =
= ((zz' —yy)a" — (xy +ya")y", (x2’ — yy' )" + (xy + ya')x ”)

10 /)1 /oM

= (xz'z" —yy'z" —zy'y" —y2'y", x2'y" — yy'y" + xy'a” + ya'a")
e, por outro lado,

(@) x (2",y")) = (x,y) x (2" —y'y",2"y" + /") +

(z,y) x
(x( ron y/y//) _ (x/y// + y/x//) (x/y// + y/x//) + y(x/x// y/y//)) _
= (z2'z

/.0 /0 /)

—ayy" —yaly’ —yy'a”, w2y + ay'a” +ya'a" —yy'y"),
pelo que, comparando os dois resultados, concluimos que, efectivamente,

((z,y) x (2',9") x (2", ") = (z,y) x ((«',y) x (=", y")).

Exercicio 48. Verifique, no contexto dos nimeros complexos como pares ordenados de nimeros reais, cada uma
das seguintes propriedades da adi¢ao e da multiplica¢do acima definidas:

a) Propriedade comutativa da adig@o;

b) Propriedade associativa da adi¢do;

¢) Propriedade comutativa da multiplicacéo;

d) Propriedade distributiva da multiplicagao relativamente a adigao.

As propriedades enunciadas no axioma 3 sdo de verificagdo muito simples:
0+ (z,y) = (0,0) + (z,y) = 0+ 2,0 +y) = (z,y),
0% (2,y) = (0,0) x (z,y) = (0z — 0y, 0y 4 0x) = (0,0)
1 x (z,y) = (1,0) x (z,y) = (1z — Oy, 1y + 0x) = (z,y).
Para verificarmos o axioma 4 temos que encontrar um niimero complexo que “mere¢a” o nome de ¢. Com a

intuigdo dirigida, mais uma vez, pela identificacdo dos numeros complexos estudados axiomaticamente com 0s
pares de nimeros reais, experimentamos definir

0,

i=(0,1).

Rapidamente verificamos que a experiéncia foi bem sucedida, uma vez que
=(0,1)x(0,1)=(0x0—-1x1,0x1+1x0)=(-1,0)=—
Resta-nos examinar o axioma 5. Para isso, comegamos por reparar que, para cada nimero real 3, tem-se
yi=(y,0) x (0,1)=(yx0-0x1,yx1+0x0)=(0,y)

e daqui concluimos que qualquer nimero complexo (z, y) pode ser escrito na forma

28Quem, de certo modo com alguma razdo, sentir dificuldade em perceber o que quer dizer a identificacdo que
acabamos de referir, pode adaptar o que temos vindo a dizer e considerar que os numeros complexos sdo 0s niumeros
reais e os pares ordenados (x,y) de nimeros reais com y # 0 ¢ que, no contexto dos nimeros complexos a notagdo
(z,0) significa simplesmente z.

29embora exigindo alguma paciéncia.
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($’y) = (33,0)+(0,y) =z +yi,

que € precisamente o que afirma o axioma 5. VerificAmos, ao mesmo tempo, que a parte real e o coeficiente da
parte imaginaria do nimero complexo (z,y) sdo respectivamente z € y, 0 que esta de acordo com a intuigdo que
nos guiou neste processo construtivo.
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