Anélise Matemética IIC / Exercicios de mini-testes resolvidos

1. Considere uma funcdo f : R? — R de classe C'(R?) tal que f(g,—l) =0e Vf(g,—l) =(2,3).

Considere a funcao

H(z,y)=f (nyQ, cos(2xy + 7r)> .
2 V2

Dado o vetor ¢ = (7, 7), considere a derivada direcional DzH (1, 7). Indique qual das seguintes
afirmacoes é verdadeira:

(a) DyH(1,7) = —27V/2; (b) DzH(1,7) = 5\2/5;

© Dol (Lm) = L (x =3 (@ DelT(Lm) = L (—r 4 1)

(e) DzH(1,7) = \f(ﬂ +1).

Resolucao:

Seja f = f(u,v). Sabemos que Vf(g,—l) = <g£(g,—1),g£(g,—1)) =(2,3).

f € CY(R?) logo f é diferencidvel em todo o ponto de R?. A funcio

g(z,y) = <1fx2 cos(2zy + W))

é uma fungao cujas componentes g1 (x,y) = H% e ga2(x,y) = cos(2xy + ) sao fungodes pertencentes a
C1(R?), portanto a funcio g também é diferencidvel em todo o ponto de R2. Pelo teorema da derivada
da funcao composta a fungao

H(e) = (o ) (o) = £ g cost2ay 7))

é diferencigvel em R2. Entao
DzH(1,7)=VH(1,m)- 7.

Aplicando a regra da cadeia ( ou regra da derivada da fungao composta), obtemos

0" =90 (_y Ty |OF( Y _
%(x, y) = 50 (1 gl cos(2my+7r)) X [(1 n x2)2] +8v (1 Fpel cos(2my—i—7r)) X [ 2y sen(2xy+7r)] .

OH
Substituindo no ponto (1,7) obtemos 8—(1,%) = —.
x

8£($ )_g Yy
oy = o\ 1 22

1 of Y
cos(2:cy+7r)> X [1 n $2] +% (1 g cos(2my+7r)) X [ 2x sen(2:cy+7r)].

OH
Substituindo no ponto (1,7) obtemos a—y(l,ﬂ) = 1. Assim

DzH(1,7) =VH(1,7)- 7= (-m,1)- (‘f’ @) _

|

(—m+1).



2. Considere uma funcdo f : R?2 — R de classe C1(R?) tal que V£(0,1) = (2,4). Considere a funcdo
H(z,y) = (y2 + 1)arctg xz + f(:(: Cosy7eseny).

Indique qual das seguintes afirmagoes é verdadeira:

(a) VH(0,0) = (1,0);
(b) VH(0,0) = (3,4);
(c) VH(0,0) = (1,4);
(d) VH(0,0) = (3,4e);
(e) VH(0,0) = (1,4e).
Resolucao:

Seja f = f(u,v). Sabemos que Vf(0,1) = <g£(0, 1), Z“Z(O, 1)> =(2,4).

f € CY(R?) logo f é diferencidvel em todo o ponto de R?. A funcao

g(z,y) = (fc cos y, ese”)

¢ uma funcdo cujas componentes gi(z,y) = zcosy e go(x,y) = ¥ sao fungdes pertencentes a
C1(R?), portanto a funcio g também é diferencidvel em todo o ponto de R2. Pelo teorema da derivada
da funcao composta a fungao
(fog)(x,y) = f(xcosy,e*"¥)
é diferenciavel em R2. Uma vez que a funcio (z,y) — (y? + 1)arctgz também é diferencidvel em R2,
a funcao
H(z,y) = (y* + l)arctgz + f(:U cos v, eseny).

é soma de duas funcoes diferencigveis R%. Aplicando a regra da derivada da soma de funcdes, obtemos

OH CyP+1l 0 ceny
%(x’y) 1422 +a:c[f(xcosyve )]-

Aplicando a regra da cadeia a segunda parcela, obtemos

OH 241 0
87(% y) = ?_{_—;2 + 371];(1: cosy, eseny) X cosy + %(1‘ cos Yy, escny) x 0.
De forma andloga calculamos a derivada parcial de H em ordem a varidvel y :
OH

0
— 2 seny .
e (z,9) yarctgr + ay [f(:r cosy, € )]

Pela regra da cadeia (ou derivada da fungao composta) obtemos

8—H(x ) = 2y arctgr + of
OH OH

Assim VH(0,0) = (aw(o,o),ay(o,o)> = (3,4).

(JJ cosy, eseny) % (_wseny) + g (a: cos vy, eseny) % (COS yeseny)‘

ov



3. Considere uma funcio f : R? — R de classe C!'(R3) tal que Vf(1,1,1) = (2,4,3). Considere a funcio
g : R? = R3 definida por
g(s,t) = (cos(st), ™, 1?).

Seja H(s,t) = (f o g)(s,t) e designe por JH(0,1) a matriz jacobiana (ou matriz derivada) da fungao
H no ponto (0,1).

Indique qual das seguintes afirmagcéoes é verdadeira:

a) JH(0,1)=[4 6]; b) JH(0,1)=[2 6];

¢) JH(0,1)=[1 6]; d) JH(0,1)=[1 3J;

e) JH(0,1)=1[2 3].

Resolucao:

A matriz jacobiana da funcao H no ponto (0,1) é
JH(Oa 1) = Jf(g(oa 1)) X Jg(07 1)

sendo Jf(g(0,1)) a matriz jacobiana da fungao f no ponto ¢g(0,1) e Jg(0,1) a matriz jacobiana da
0 0
funcéo g no ponto (0,1). Uma vez que g(0,1) = (1,1,1), Jf(1,1,1) = [ 2 4 3 ]eJg(0,1)=| 1 0
0 2
temos

JH(0,1)=[2 4 3]x [4 6].

oo
N oo
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4. Considere g : R? ++ R uma funcio de classe C'(R?) tal que g(%,l) =1le Vg(g,l) = (1,1). Seja
f:R? — R a funcio definida por

flz,y) = g(2 arctg(:p2 + y2), emy).
Indique qual das seguintes afirmacoes é verdadeira:

(a) O plano tangente ao grafico da funcao f no ponto (1,0) esta definido pela equagao z = 2z +y —1;

(b) O plano tangente ao gréfico da fungao f no ponto (1,0) esta definido pela equagao z = 2z — 1;

(d
(e) O plano tangente ao gréfico da funcao f no ponto (1,0) esté definido pela equacdo z = 3x+ 3y —2.

)
)

(c¢) O plano tangente ao gréfico da funcao f no ponto (1,0) esté definido pela equacdo z = 2x+3y —1;
) O plano tangente ao grafico da fungao f no ponto (1,0) esta definido pela equagdo z = 3z +y —2;
)

Resolucao:

Seja g = g(u,v). Sabemos que Vg(g,l) = (gz(g,l), gg(;,l)) = (1,1). A funcdo g pertence a

C1(R?) entdo g é diferencidvel em todo o ponto de R2.

A funcao
h(z,y) = <2arctg(:n2 +12), exy>

é uma funcdo cujas componentes hy(x,y) = 2arctg(z? +y?) e ha(z,y) = ¥ sdo funcoes pertencentes a
C1(R?), portanto a funciao g também ¢ diferenciavel em todo o ponto de R2. Pelo teorema da derivada
da funcao composta a fungao

flz,y)=(goh)(z,y)=g <2 arctg(z® + y°), e”“’)

é diferenciavel em R2. A equacdo geral do plano tangente ao grafico de f no ponto (1,0) é

of of
= f(1,0) + =—(1,0 —(1,0
= F(LO)+ FHLO@=1) + (L0,
Aplicando a regra da cadeia ( ou regra da derivada da fungao composta), obtemos

Bl _ @ 2 2 Ty 4w @ 2 2 Ty Ty
Eh(a;,y) = B0 <2arctg(x +y“), e X T+ 2+ ) + 9 2arctg(z” + y°), e X ye

Substituindo no ponto (1,0) obtemos gf(l, 0) =2.
x

ai _ @ 2 2 Ty 4y @ 2 2 Ty Ty
8y(nlc,y) = 3 <2arctg(x +y°), e X [ENCEeEP + 5 2arctg(x” +y*), e x x e,

Substituindo no ponto (1,0) obtemos ((;f(l, 0)=1.
Y

71,0) =g(3,

Entao o plano tangente ao grafico de f no ponto (1,0) esté definido pela equacao

1) =1

z=2r+y—1



