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1. Introducao

No ambito da disciplina de Sistemas de Controlo, foi solicitada a realizagdo de diversos
relatorios sobre os trabalhos realizados no decorrer das aulas praticas. Pelo que, este
relatorio, € composto por diversos capitulos, cada um relacionado com os topicos
explicitos no protocolo e com os conteudos necessarios para a compreenséo do trabalho

realizado.

Foi fornecido um protocolo, com diversas questdes. Questdes essas que corresponderao

a cada um dos capitulos deste relatdrio.

Sendo que, o principal objetivo deste, € compreender 0 modo como um sistema de

amortecimento massa e mola se comporta ao longo do tempo.

Para além disso, € importante destacar que a resposta a essas questdes foi dada com
auxilio do Matlab, de modo que o programa correspondente & resposta da questdo 5 e 6,

sera entregue em anexo com o relatério.

A figura seguinte, é o esquema demonstrativo de um sistema de amortecimento, que foi
fornecido no protocolo. Neste, esta representado o amortecedor de um automovel, que é

formado por uma massa que esta ligada a uma mola.

[ ! / Propriedades
X fv: atrito
f(t): forca aplicada
M: massa
Jv “\; MASSA K: constante da mola
M T
y(1)
1)

Figura 1.Esquema do sistema massa mala



De modo a cumprir este proposito, € necessario compreender certos conceitos
matematicos e certos conceitos fisicos e perceber como estes sdo aplicados. Alguns desse

~

Sao:

12 Lei de Newton Propriedades

F.: forga resultante da soma das
forgas presentes no sistema

o [r=Ma @

Sistemas de 2° Ordem M: massa do corpo

. e | a: aceleragdo
Representa o sistema que tem um ganho estatico igual a ! ¢

2

H(s)= 5—2— ()

52%28 wps+ws

Quando w,, > 0. Esta funcdo tem pdlos no semiplano esquerdo, correspondendo a um
sistema causal e estavel, sse &> 0 . Para 0 < & <1 os polos sdo complexos conjugados,
sendo reais se & >1. [1]

Os sistemas de 2° possui um denominador da seguinte forma:

S2Y2E wys + w2 (3)

g—fator de amortecimento

wy,—> frequéncia natural ndo amortecida

an— => wn? f 4)

2§wn— ? <= >§_2M\f (5)

Equacao caracteristica:
S22E wys + w2=0 (6)
& < 1 =>sub amortecido
E=1 => criticamente amortecido
& > 1 => sobre amortecido

£=0 => n&o h& amortecimento



Casos estudados:

Sistema sobre amortecido

Obteve-se &> 1, a funcdo de transferéncia apresenta dois polos reias dados por:

S12 = wp(—& 52 -1) (7)
Quando £—1, s, tende para a origem e s, tende pra -oo, tendo £>> 1 tem-se

Wn
1% e s,~-28w,. [1]

Quando t > 0 vai, naturalmente, ser a soma de duas exponenciais com expoentes, s;t €
s,t, respetivamente, com amplitudes apropriadas definidas:

=_“n_ (8
v O

Sistema sub amortecido

Demonstra a relagdo das posi¢Ges dos polos com os parametros w,, € &.

Indica também o &ngulo v = arcos § (9) , que sera Util na caracterizacao destes sistemas.

S12 = _E_vwn i]wm’l - 52 (10)

Os polos séo dados por:

Em que g <1. [1]

2. Expressdo no dominio de Laplace que permite simular o
movimento y a partir de uma posicao inicial sem forca exercida
f (sistema ndo forcado) (Questdo n21)

A partir da primeira lei de Newton e sabendo que: £(¢)-kf(t)-fv(t)=M*a(t),; sabendo que

d?y(t)
dt? -’

f=y;equea(t)= Assim sendo, deduz-se que:

dy(t) L2y () d?y(t)
= & M*
dt M dt? M dt?

£(t)-ky (t)-fv +fvd’c'lit)+ky(t)=f(t)
dy(®

Nota: y'= it



Utilizando as transformadas de Laplace e aplicando as seguintes regras, sendo essas:

o f(b) —L—bsF(s)-f (0)

o () — " » s?2F(s)-sf(0)-F(0)

Aplicando as regras referidas, obtém-se:

M[s2y(s)-sy(0)-y’(0)] +fv[sy(s)-y(0)]+ky(s)=F(s)
Para que o Sistema seja ndo forgado, F(s)=0; logo a equacéo fica:

M[s2y(s)-sy(0)-y'(0)] +fv[sy(s)-y(0)]+ky(s)=0 &

< Ms2y(s)-Msy(0)-My’(0)+fvsy(s)-fvy(0)+ky(s)=0 <
& (Ms2+fvs+k)y(s)-Msy(0)-My’(0)-fvy(0)=0 <
& (Ms2+-fvs+k) y(s)= Msy(0) +My’(0)+fvy(0)

Sabendo que y(0)=yo; e que y’(0)=0; subsitue-se por esses valores e obtém-se que:

_(Ms+fv)y(0)
T Ms2+fvs+k

y(s)

Colocando M em evidéncia, obtém-se que:

3. Equacdo caracteristica, os polos e zeros do sistema. Faca o
grafico da sua localizagdao no plano complexo (Questdo n22 e
Questao n? 6)

Caso 1
Dados: M=1kg k=2 fv=3 yo=1m
P(s)=0 => Polos

z(s)=0 => Zeros




3
(S+)9O  oim sy
52+%S+% T 5243542 (s+1)(s+2)

y(s)=

Polos e zeros do sistema:

Polos:
o s=-1
e s=-2
Zeros:
e s=-3

Gréfico da sua localizagdo no plano complexo:

Neste gréfico, observa-se que para este caso tanto os polos como o zero, estdo situados
sobre 0 eixo das abcissas, tendo jw = 0.

A
i ® zeros
s=otjw Jw
¥ polos
@ % % >
-3 -2 1 G

Grafico 1. Grafico da localizagdo dos polos e zeros do sistema no tempo do caso 1

Equacao caracteristica:

Substituindo os valores especificos ao caso 1 nas expressoes (4) e (5), obtemos:

w,?=2 @ w,=V2rad/s=1,41rad/s

28w, =3
3
&’:ﬁ = 1,06

A partir da expressao (7), retira-se que:
s12 = 1,41(—1,06 + /0,12)
£>1; logo sistema e sobre amortecido

Assim, a partir da equacdo (6), determina-se que a equagdo caracteristica é:



s2+43s+2=0

Caso 2
Dados: M=1kg k=2 fv=0,5 Yo=1m
(s) = (s+0,5
yis T s2405s+2

Polos e zeros do sistema:
Polos:

e 5=-0,25-1,39
e s=-0,25+j1,39

ZEeros:

e s=-0,5

Grafico da sua localizacdo no plano complexo:

No préximo grafico observa-se a posi¢do dos polos e dos zeros do sistema no plano
complexo, e conclui-se que neste caso os polos do sistema possuem uma componente
imaginaria e uma componente real, diferenciando-se do caso anterior, onde os polos e 0
zero, estavam localizados sob o eixo das abcissas, tendo jw=0.

A
Jw

j1,39 8----

v

-0,25
-0,5

[j1,39%----

Grafico 2. Grafico da localizagdo dos polos e zeros do sistema no tempo do caso 2

Equacao caracteristica:

Substituindo os valores especificos ao caso 2 nas expressées (4) e (5), obtemos:

wn?=2 wn=v2 rad/s=1,41rad/s



2§a)n=0,5

E= 2W—018

Com recurso, & equacéo (10), retira-se que:
$12 = —0,25 1,39
£<1; logo o sistema ¢é sub amortecido.
Assim, a partir da equacdo (6) admite-se que a equacao caracteristica é:

s2+40,55s+2=0

4. A resposta no tempo, considerando o sistema nao forcado
(Questdo n23 e Questdo n2%6)

Caso 1:
L-l
(s+3) A B

V)= " it s

(s+1)(s+2) s+1  s+2
A=[y(s)*(s+1)]s1= 2
B=[y(s)*(s+2)]s2=-1
y(t)=2et-e2t
No gréfico 3 observa-se como o sistema se comporta ao longo do tempo, conclui-se que

com o passar do tempo o sistema ird aproximar-se de y(t)=0

Tempo (seg)

Grafico 3. Resposta no tempo do sistema

Caso 2:

y(O="7= 62 Nrerokd —$ont sin[(wp+/1 — E2)t + acos ()]



y(£)=1,02e%25¢ 5in(1,40 t + 79,63)

No gréfico 4 observa-se como o sistema se comporta ao longo do tempo, num periodo de

10 segundos.

Tempo, seg

Grafico 4. Resposta no tempo do sistema

5. Verificar se o valor estacionario da resposta € zero utilizando
o teorema do valor final (Questao n24 e Questao n296)

Caso 1:
Jim y(t) =0
Teorema do valor final:

i y(© = g5y

i (s) = i s(s+3) 0x3
S = GHDGs+2) 2

Caso 2:

tl—lfl-noo y(t) =0



I _ i s(s+0,5) _0><O,5_O
sl—tr(} sy(s) - sl—r>r(} s24+0,5s+2 B 2 B

6. Conclusoes

Com base nos dados obtidos e estudados para cada um dos casos; conclui-se que o0 caso
sub amortecido, sendo esse caso 2, varia mais ao longo do tempo, em comparagéo com o
caso sobre amortecido, sendo esse o0 caso 1. Pelo que, no caso 1, o grafico (grafico 1) em
funcdo do tempo, acaba por estabilizar, passado algum tempo, mantendo-se constante.
Enquanto, que no caso dois, o grafico em fungdo do tempo e mais irregular. Contudo,
verifica-se, no grafico 2, que a amplitude da funcéo diminui. Ou seja, aproxima-se de um
eixo imaginario, coincidente com y(t) = 0, pelo que ira chegar a um instante em que ira

estabilizar perto desse eixo.
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