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Capitulo 1

Introducao

Este texto é a versao pdf dos contetidos do site denominado

Apoio ao aluno da FCUP
Tépicos de Matematica Elementar

disponivel em:
http://www.fc.up.pt/cmup/apoiomat

para distribuicao piiblica e gratuita a todos os que possa interessar.

O objectivo deste site é muito simples - ajudar o aluno recém chegado ao
ensino superior (& FCUP, em particular) a relembrar aspectos importantes de
Matemaética elementar que aprendeu durante os anos de ensino bésico e se-
cundario.

Para isso, em cada tema, propde-se um conjunto de perguntas/respostas
que servem de estimulos & meméria do aluno. Aconselha-se a que o aluno pro-
cure responder por si préprio as perguntas, mentalmente ou fazendo os calculos
apropriados, antes de ler as respostas sugeridas. Depois de percorrer cada tema,
deve entdo resolver os testes de auto-avaliagio (quizes) propostos.

Tentou-se focar os aspectos cujo conhecimento se considera imprescindivel
para que o aluno possa iniciar com seguranca os estudos superiores nas disci-
plinas de Matemadtica, necessariamente mais formais e abstractos.

Houve a preocupacao de recorrer a varias animagoes e ilustragoes que aju-
dem a ganhar uma forte intuigdo sobre os conceitos, visualisando-os sempre que
possivel. Houve ainda uma tentativa de introduzir um método mais formal, para
que gradualmente o aluno possa transitar entre o ensino secundario, fortemente
computacional, e o ensino superior obrigatoriamente mais formal e abstracto.
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Espera-se que o aluno cedo se aperceba da ébvia mais valia que a Matemaética
contem.

Nota importante: Este site de apoio em temas de Matematica Elementar ¢é
da exclusiva responsabilidade de Jodo Nuno Tavares. Pode nao reflectir por isso
a opinido sobre opgdes de carécter cientifico e/ou pedagégico dos Departamentos
de Matematica Pura e Aplicada da FCUP. Qualquer imprecisao ou incorrec¢ao
cientifica deve ser imputada ao responsavel, que desde j& agradece que lhe enviem
sugestoes e correcgoes ao site usando o e-mail jntavar@fc.up.pt.
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1.1 Porqué Estudar Matematica?

A Matematica tem um notavel potencial de revelacdo de estruturas e padroes
que nos permitem compreender o mundo que nos rodeia.

Quando esses padroes sao descobertos, ou inventados, muitas vezes em areas
cientificas e tecnoldgicas aparentemente muito distintas, a Matematica pode ser
usada para explicar, medir e controlar processos naturais. A Matematica tem
uma influéncia universal no nosso quotidiano e contribui de forma decisiva para
0 progresso e bem-estar da humanidade.

Para além da sua beleza intrinseca e do seu conteiido abstracto (axiomas,
teoremas, teorias) a Matemaética estimula diversos modos de pensamento, ao
mesmo tempo versateis e potentes, incluindo modelagao, simulacao, abstracgao,
optimizagao, andlise 16gica e dedutiva, inferéncia a partir de dados, manipulagéo
de simbolos e experimentac¢do. Tem um campo de aplicacoes praticamente ilim-
itado, presente em quase todas as areas do conhecimento humano.

A Matematica nao impode limites & imaginacdo. E a tnica ciéncia com a
capacidade de passar das observacoes das coisas visiveis a imaginagao das coisas
invisiveis.

Estudar Matematica desenvolve multiplas capacidades, competéncias e tal-
ento, essenciais a uma integracao consistente e bem sucedida no actual mercado

de trabalho.

e Desenvolve o raciocinio 1égico e dedutivo e as capacidades de generalizacao
e abstracgao

e Permite a modelagao de situacoes reais e, através do seu potencial de repre-
sentagao simbdlica (férmulas, equagdes, gréficos), facilita a sua simulagao,
medicao e controlo

e Desenvolve a capacidade de formular e resolver problemas de forma pre-
cisa, conduzindo rapidamente ao calculo, controlo, decisao e resulltados

e Desenvolve a criatividade, a versatilidade de adaptacao a novas situacoes
e superagao de novos desafios

e Desenvolve a capacidade de sonhar! Permite imaginar mundos diferentes,
e da também a possibilidade de comunicar esses sonhos de forma clara e
nao ambigua.

Por tudo isto, ser matemaético é enveredar por uma carreira profissional muitis-
simo atraente, com um enorme potencial de realizacao pessoal. Para além das
vias de ensino e de investigacdo pura e aplicada, as formacoes em Matematica
abrem um campo vasto de oportunidades de carreiras profissionais, cada vez
mais solicitadas pelas varias entidades empregadoras - empresas, servigos, in-
dustria, financa, seguradoras, etc.
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Visite o site:
Estudar Matematica na FCUP
disponivel em:
http://www.fc.up.pt/mat/

onde poderd ver a oferta de formagoes na area da Matematica.

Veja, nomeadamente, o mestrado em
Engenharia Matematica
com informacoes detalhadas disponiveis em:
http://www.fc.up.pt/dmat/engmat

Joao Nuno Tavares



Capitulo 2

Algebra elementar

2.1 Regras operatorias basicas com fraccoes

» 1. Como se somam e multiplicam fracgoes?

a_ ¢ _ ad 4 bc _ adtbe
5T d=% T5d = bd

a . c _ ac
D@ =
. 24,4 22 2,4 _8. 1, 5 _ 42 __ 7 1,5 _ 5
Exemplos: $+3=%; $X5=13 st =m =13 X152~
—2 _4_ _22. -—2,.4_ _8 1,5 _5. -1 5_—5
3 75 37 3 X379 §X 1277 6 27 12

Erros frequentes. Atencao!

11 1 11 2
27371 2 371
r+2 2 (x+1)?2 z+41
r+3 3 2+1 =z

1:2+a2_ 1 1 _1 1

zt +at 22+ a2 x+2_5+§

2.2 Poténcias com expoente inteiro

» Como se define a poténcia a", de base a e expoente n, quando a é
um ntmero real e n um inteiro positivo: a € R e n € N?
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at=axax---Xa
—_———

n factores
Em particular 0" = 0.

Bxemplos: 5 =555 = 125; (-4)" = (-3)-(-3)- (-3)- (-})-(-}) =

—3 = s

» Como se define a poténcia a", de base a e expoente m, quando
a € R e m é um inteiro negativo?

1. quando m < 0 e a # 0, define-se @™ = -1 . Por exemplo, 573 = 5%

a—m °

2. Quandom =0 e a # 0, define-se a’ =1 . Por exemplo 1° =1, (=5)? =1

3. Quando a = 0 e m < 0, ndo se define 0™ . Por exemplo, 02 = 0 mas nio
se define 0~° como nimero real!

Atencdo: nio se define 0°.
» Quais as regras operatdrias com poténcias?

= g™t e (a-b)"=a" "

a™ _  _m-n N a m __ gm
b - pm

desde que todas as poténcias referidas sejam bem definidas (veja os casos par-
ticulares na pergunta anterior)

Por exemplo

2-a-a-a-a-c-c

_ 9,473 .21
bbb d =2a"b""cd ", b#0,d#0

Erros frequentes. Atencao!

e a" +a™ =amt" . Por exemplo, 23+ 2° = 2315 = 28

e a" x a™ = a™ . Por exemplo, 23 x 25 =23%5 =215

i

o 2 =(2)""". Por exemplo 2 = (%)7_2 = (%)5
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1

a~? ~ .
ab)? = 5 * Os outros sdo erros ZrosSselIros.

Apenas B. T

a?—b*=(a+b)(a—Db)

(a+b)% = a® + 2ab + b2

(a+b)® = a3 + 3a?b + 3ab® + b*

(a+Db)(a—b) =a® —ab+ba —b* =a® — b?
(a+0)* = (a+b)(a+b) = a® + ab + ba + b* = a* + 2ab + b?

analogo para os restantes.

(a+b)* = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*
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(a+b)® = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a%b> + 5ab* + b°

» Calcule o valor de n quando:

a 21000 _ 2501 = 21000 _ i
2n 2m 16
C. 21001 . 2n — i d (210)15 — 27L

a. 20 = 9501y 21000-m —_ 9501y 10007 =501 <= n = 499

21000 1

= = 210000m — 94y 1000 —n = —4 <= n=1004

b.
c.2100L.on — 2« 2M001Fn — 972 s 1001+n = -2 <= n = —1003

d. (21915 =27 «— 2150 =927 — n =150

2.3 Raizes quadradas

» Como se resolve a equagao (na incégnita x):

z? =a?

com z e a ambos niimeros reais.
3 casos sao possiveis:
e se a =0 a equacdo z? = 0 tem a solugdo tnica z =0

e se a < 0 a equacio nio tem solucdo real porque 22 é sempre positivo. Por
exemplo 2 = —2 nao tem solucdes reais.

e se a > 0 a equacdo x? = a significa que temos de encontrar os niimeros
x € R cujo quadrado é igual a a > 0. As duas solugdes sdo —/a e v/a.

v/a chama-se a raiz quadrada (positiva) do ntimero positivo a. No curso de
calculo demonstrar-se-a que esta raiz existe e é tnica.

» Quais as regras operatdrias com raizes quadradas?

o Vab=\avb, a,b>0
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° \/%:%, a>0,b>0

Consegue provar estas igualdades?

Nao. Quando a é negativo, Va2 é igual a —a. Por exemplo, 1/(=3)% =
—(-3)=3.

A afirmagdo correcta é que:
Va2 = |a|

onde o médulo de a se define por:

. a se a>0
jaf = —a se a<0

Por exemplo |8] = 8;| — 6| = 6.

I 2-/3 _2-v3
Y2V 2+VE) - (2-v3)  4-3 —2oV
1 V7+45 VBT

PVEE T W VE) WTEVE) 2

\/3+2x/§=\/1+2+2\/§=\/(1+x/§)2=1+x/§
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A resposta correcta é v/2 — 1 porque 1 — /2 < 0

ar?+br+c=0

Aplicando a férmula resolvente:

= —b+vb2—4ac
- 2a

A expressio:
A = b? — 4ac
chama-se o discriminante da equagao.

3 casos podem ocorrer:

e quando A =0 a equacdo tem uma tUnica solugdo real x = —% . Por
vezes diz-se que tem uma raiz dupla igual a —21.
a
e quando A > 0 aequagio tem duas solugoes reais distintas z1,x9 = — bEVA

2a

e quando A < 0 a equagdo nédo tem solugoes reais. Mas tem duas solugoes

complexas, conjugadas uma da outra, zi,zo = —bi;’m_ﬂ .
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2

De acordo com a férmula resolvente xq, 22 = —§ + VA, onde A = - —q
Portanto:
T1+x2 = f§+\/ﬁ+—gf\/>:,p
mea = (<5+VA)- (-2 -Va)
2 2
N _
= +ta=q

» Considere o conjunto A = {z € R: z(z — 1) = 2}. Escolha a resposta

correcta:
1.A={1} 2.A={0,1}
3.A={2} 4.A=1{0,2}

rz—1)=zez@z-1)—-r=0sz@z-1-1)=02x=0Ver=2
2.4 Raizes

» Se a¢ é um numero real positivo e se n é um inteiro positivo, como
se define a raiz de indice n de a?

Va=a/"

Por definigdo é o inico niimero positivo z tal que 2" = a. No curso de
calculo prova-se que existe e é tinico.

Notas:

a. Quando n é par, entdo — {/a é também um ntmero cuja poténcia de
- . 4
expoente n é igual a a. Por exemplo —v/7, satisfaz (—v/7)* = (—(7)Y/4)" =7. A
razdo porque, neste caso, se opta pelo niimero positivo x, e se rejeita o negativo,
deve-se a convencgao que é, em geral, aceite.

b. Se n é impar e a é negativo, entao é possivel resolver a equacao z" = a.
Por exemplo 22 = —8 tem a solucio z = —2, porque (—2)® = —8. Porque é
que nio dizemos que a rafz ctbica de —8 é —2? E de facto possivel alargar a
definigdo para este caso (e alguns autores fazem-no). Apenas por simplicidade
se adopta a defini¢do anterior - raizes de indice n > 0 de ntimeros a positivos.

» Quais as regras operatdrias com raizes?
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. §i=1 o {abc= WC/EVE

3

" e ma= ¥Ya

°
QS
S
Il

S

Erros frequentes. Atencgao!

V@ =a Ve =V
Va2 = +a Va2 = |al?
Va+b—vb=+/a, Ya>0,vb>0 o f =\a, Ya>0
\/6\/52\7%, Ya >0,Vb>0 oaf—as Va € R

o
[}

o O
o

e}

2.5 Poténcias de expoente fraccionario

m 2 . . »
» Como se define a~, quando a > 0, m é um inteiro qualquer e n é
um inteiro positivo?

Poe-se:
a% = (va)"

Com esta definicdo as regras operatérias mantém-se:

° arXas:arJrs ° (r)s:
. (a.?)r:gr.br O %::ar—s
o (3) =%

quando a > 0, r,s € Q, desde que todas as poténcias referidas sejam bem
definidas.

2.6 Progressoes

2

» O que é uma progressao aritmética? E o que é uma progressao
geométrica?

e Uma progressio aritmética é uma sequéncia (finita) de nimeros, em que
cada um ¢ obtido do anterior somando um ntimero fixo r, a que se chama
razao:

a1 ax=a;+r az3=agx+r --- ay=anN_1+7T
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e Uma progressdo geométrica é uma sequéncia (finita) de niimeros, em que
cada um é obtido do anterior multiplicando-o por um nimero fixo r, a que
se chama razao:

aq a9 = a1 T ag =az-r -+ aN = anN—-1°T

» Como se calcula a soma de uma progressao aritmética com N
termos e razao r # 07

aq as =a; +r a3 =as+1r -+ anN =anN_1+7T

Seja Sy =a1 +az+ a3+ ---+any—_1 + ayn a soma pretendida. Note que:

a; = ai

ay = a1+r

a3 = as+r=ay+2r

ag = as3+r=ay+3r

ay = an-1+r=a+(N-1r

Escrevemos agora a soma Sy de duas formas:

Sy =a1+az+taz+- - +an-1+tan

Sy =an +an_1+an_3+ -+ as+aq

Somando termo a termo vem:

25N (a1 +an)+ (a2 +an—1)+ (ag +an_3) + -+ (any—1 + a2) + (an + a1)
= (mm+an)+ (@ +r+ay—1)+ (a1 +2r+any—2r)+ -+ (ay—r+a+7)+ (any + a1)
= (a1 +an)+ (a1 +an)+ (a1 +an)+ -+ (any +a1) + (any +a1)
= N(a1 +CLN)
Portanto:

SNy = % . ((11 —|—CLN)
Substituindo ay = a; + (N — 1)r, obtemos uma outra férmula para a soma:

SN = N(ll +7r N(]\inl)
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» Como se calcula a soma de uma progressao geométrica com N
termos e razao r # 17

aq s = Qay T ag =az-r -+ aN =aN—1°T

Seja Sy = a1 +az+asz+---+any—_1 + ayx a soma pretendida. Note que:

aq = a1
s = aA1°T
_ _ 2
az — Q2T =4ap-r
ay = AQag-Tr=ay- 7‘3
any = aN_l-r:al-erl
Consideremos agora a soma Sy:
Sy = ar+tax+az+---+ay-1+tayn

2 N-1
= ay+ray+riay -+ 47 a1

2 N-1
= a1t+ra+ria+---+r ay

= a(1+r+r2+-- 4V
Multipliquemos ambos os membros por r:
rSy =ai(r+r2+r3 4 )
e, finalmente, subtraimos membro a membro, para obter:

Sy—=rSy = ar(l+r+r+-+rV Y —a(r+r?+ ¥+ 40V
= a(1-1N)

Portanto, como r # 1, vem:

» Calcule:
1+3+5+7+9+---4+999

Trata-se de uma progressao aritmética de razao r = 2. Quantos termos N
tem? Como vimos, o tltimo termo é da forma ay = a1 + (N — 1)r. Portanto:

999 =14 (N —1)2 N =500
Aplicando a férmula da soma vem:

N 500
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» Calcule:
1+24+44+84+16+32+---+ 512+ 1024

Note que:
1424448416432+ --+51241024 = 1+ (24+4+8+16+32+---+5124+1024)

e 0s termos entre paréntisis formam uma progressao geométrica de razao r = 2.
Quantos termos N tem? Como vimos, o tltimo termo é da forma ay = a1 -7V 1.
Portanto:

1024 =2-2N"1 . 2N —=1024=2"" - n=10

Aplicando a férmula da soma vem:

1—rN 1210
Sy =2 =2 = 2046
N 1—r 1-2

e a soma pretendida é pois igual a 2047.

2.7 Inequacgoes

» Qual o significado da inequagao (em R):

|t —a| <c?

|z — a| representa a distdncia entre os pontos x e a, em R. Portanto:

e se ¢ <0, |z —a| <céimpossivel. Alids, como se sabe |z — a| > 0.
e se ¢c=0, |z —a| <0 tem a solugdo tnica x = a.

esec>0,|z—a|<c&e —c<r—a<coa—c<z<a+tec

» Resolver, em R, a inequagao:
|z —1] <4
A condigdo |z — 1| < 4 representa o conjunto dos pontos = (em R) cuja
distdncia ao ponto 1 é inferior ou igual a 4. Portanto:

[t —1] <4 <= —-d<z-1<4 <<= -3<z<5
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» Resolver, em R, a inequacao:

|z 45| > 2

A condigdo |z + 5| > 2 representa o conjunto dos pontos z (em R) cuja
distancia ao ponto —5 é superior ou igual a 2. Portanto:

[x+5]|>2 +<— x<-5-2=-7T ouxz>-54+2=-3

» Como se resolve a inequacgao quadratica:

ar? +br+c<07?

Calculamos as raizes da equacdo axz? + bx + ¢ = 0 através da férmula resol-
vente:

Ki—

—b+vb2—4ac
2a

Seja A = b? — 4ac o discriminante da equacio.

3 casos podem ocorrer:

e quando A =0 a equagdo tem uma tUnica raiz dupla igual a —%. Neste
caso:

b\ 2
am2+bm+c§0@a<x+2> <0
a

— Se a > 0 entdo a inequagdo tem uma unica solugdo x = —%

— Se a < 0 entao a inequagao é valida Vz € R

e quando A > 0 aequagdo tem duas solugoes reais distintas =1, x5 = — biQ‘a/E .
Suponhamos que z; < x5. Neste caso:
ax2+bx+c§0¢>a(xfx1)(rfx2) <0
— Se a > 0 entdo a inequagao tem o conjunto solugdo [z, x2)
— Se a < 0 entdo a inequagdo tem o conjunto solugdo | — oo, z1] U

[1,‘2, +OO[
e quando A < 0 a equacdo nao tem solucgoes reais. Neste caso:

— Se a > 0 entdo a inequagado nao tem solugdes reais

— Se a < 0 entdo a inequagao é valida Vo € R
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Observe bem a animagao "Func¢ao quadratica'.

» Resolver, em R, a inequagao:

z2 >4

>4 = 22-4>0
— (z—-2)(z+2)>0
— €] — 00, —2[U]2, +o0]

como se vé pelo quadro de sinais seguinte:

[ x L [2] [2] |
xX-2 -l -1 =101+
x+2 -0+ 4+ ]+
[(2)x+2) [+ 0] -]0]+]
» Resolver, em R, a inequagao:
2z—1 > 5

x+3

x nao pode ser igual a —3 para nao anular o denominador.

20— 1 2¢ — 1
>5 <= —-5>0
T+ 3 T+ 3
20 —1—5x—15
<= >0
x+3
-3z — 16
= Ty
T+ 3

— ze[-16/3,-3]

como se vé pelo quadro de sinais seguinte:

[ x [ [-1637 T-3[] |
-3x-16 +] 0 -1 - 7-
X+3 - - -0+
[((3x-16)/+3) [ - [ 0 [+ [nd] -]

» Resolver, em R, a inequagao:

(e=5)(@+1)
:;272;4*1 < 0
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A equacdo do 2° grau 22 —2z+1 = 0 tem uma raiz dupla em = = 1. Portanto
x nao pode ser igual a 1 para nao anular o denominador.

O quadro de sinais é o seguinte:

[ x L [-1] [v] [5] ]
x+1 -0+ |+ |+ |+ |+
x-5 - -] - - -1 0|+
z? — 2z 41 + |+ +] 0 [+]+]+
[(@=5@+1)/@ -2+ 1) [+ [0 -[nd[-T0]+]
O conjunto de solugodes é pois:
[-1,5] = {1}
» Resolver, em R, a inequagao:
|z2 — 4| <5
|2 — 4] <5 <= -5<a?-4<5
= -1<a2*<9
= 2> -1 e 22 <9
——
condicao universal
— 2°<9
— —-3<z<3

» Resolver, em R, a inequagao:

|z —2* — 2] <0

Se x > 0 a inequagdo fica na forma |z — 2|2 — 2 < 0, enquanto que, se x < 0
a inequacdo fica na forma |z — 22 + 2z < 0.

Na primeira hipétese x > 0:

2’ —4dr4+4—-2<0
2> =52 +4<0
(x—1)(z—4) <0
1<z <4

|z —2” —2 <0

1ot
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Na segunda hipotese z < 0:

lt—2°+2<0 = 2?-4dr+4+2<0
— 22-324+4<0
<~ z€R

Portanto, o conjunto de solugdes é [1,4].

» Resolver, em R, a inequagao:

|z — 3| < 2|z —1]

Existem 4 hipdteses:

x >3 ex >1,isto é, © > 3, caso em que a inequagdo fica na forma
r—3<2xr—2<«<x>—1. Portantox >3 ex > —1, isto é x > 3.

ou:
x >3 ex <1, o que é impossivel.
ou:

r<3ex>1,istoé, 1 > x < 3, caso em que a inequagdo fica na forma
—x+3<2x—24 2 >5/3. Portanto 1 > x <3 ex >5/3,isto 6 5/3 > = < 3.

ou, finalmente:

r < 3ex <1, isto é, < 1, caso em que a inequagdo fica na forma
—r+3<-2x+2<x>—1. Portantox <lex>-—1,istoé x> —1.

A reunido das 3 condigbes da o conjunto de solugdes:

] — o0, =1 U[5/3,+o0]

» Resolver, em R, a inequagao:
|z — 3| < 2|z —1]

usando um outro método.

A inequagdo é equivalente a |z — 3|? < (2|z — 1])? porque Va2 = |a| e a
funcao /- ¢é injectiva.

lt =32 < (2le—1))? & 2 —6x+9<42® —8r+4
& 327 —22-5>0
& x €] —o0,—1]U[5/3,400]
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porque:

322 —2r—5=02=

2£+/4+60 2£8
= ST =

6 6



Capitulo 3

Trigonometria

3.1 Senos e cossenos

» O que representam os angulos com os valores seguintes : 100°,
200°, 300°, 400°, 500°, -40° ?

Veja a figura:

A

D 0 300 0

¥ y
0
x V@ x
P
Quando um ponto P se move sobre uma circunferéncia, de centro O, ro-
dando no sentido positivo (anti-horéario), partindo de uma certa posigao inicial
@, quando ele regressa a (), apds descrever uma volta inteira, diz-se que o

ponto P (ou a semi-recta OP, se preferir) descreveu um angulo (de rotagao)
(orientado) igual a 360°.

Se o ponto descreve um quarto de volta, o dngulo (de rotacdo) serd igual a
% x 360° = 90°. Um outro exemplo, 300° representa o valor do angulo corre-

spondente a rotacao positiva de P de ggg = % de volta inteira.

Quando P roda no sentido negativo (horério), os 4ngulos sdo negativos.

23
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Nao ha qualquer razao matemaética para que uma volta inteira corresponda
a 360°, ou, de outra forma, para que a unidade de medida seja o grau = ﬁ
de volta inteira. De facto a tnica razao é de caracter historico - é assim desde
a antiguidade classica. Como veremos, existe uma unidade de medida mais
apropriada do ponto de vista matematico - o radiano.

» Como se definem as fungoes trigonomeétricas cosf, sinf e tanf de
um angulo orientado 0, medido em graus?

Seja r a posicao final da semi-recta que, partindo da posi¢do inicial Ox,
rodou em torno da origem de um angulo (de rotacdo) igual a 6 graus, no sentido
positivo (anti-horario) se § > 0 ou no sentido negativo (horério) se 6 < 0.
Seja P o ponto de intersec¢do da semi-recta com o circulo trigonomeétrico,
isto é, com a circunferéncia de centro na origem e de raio 1. Se P = (x,y),
relativamente a um sistema de eixos ortogonais monométricos, entao:

cosf) = x = abcissa de P
sinf = y = ordenada de P

tan @ — Yy _ ordenada de P
"z abcissade P

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

E ébvio que, pelas definicdes anteriores:

cos ) = cos(f + n - 360°)
sinf = sin(0 +n - 360°), n € Z
cos 6 = cos(—0)

sin @ = — sin(—0)

onde # é um angulo medido em graus.

» Se a é o angulo agudo (0 < a < 90°), medido em graus, de um
triangulo rectangulo, como o que se mostra na figura, como se define
sin a, cosa e tan a?
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Pondo:
. lado oposto  a B
e sinag= ———— = —
hipotenusa ¢
lado adjacente b hipotenusa lado oposto
e cosy = ————— = —
hipotenusa c
. A
sin « lado oposto a
e tana = = = = lado adjacente

cosa  lado adjacente b

» Como se mostra que a defini¢ao anterior nao depende do tridngulo
rectangulo escolhido (tendo o como o mesmo angulo agudo, medido
em graus)?

Construimos dois triangulos rectangu-
los quaisquer, tendo a como um dos
angulos agudos comum (veja a figura
ao lado). Os tridngulos sdo semelhantes
(porqué?). Se k > 0 é a razdo de semel-
hanga vemos que:

ka a

sina = — = —
ke c

» Referindo-se as figuras anteriores mostre que:

cos?a +sin2a =1

Como o tridngulo é rectangulo, aplicando o teorema de Pitdgoras obtemos:
(hipotenusa)? = (lado oposto)? + (lado adjacente)?

isto é:
A =a?+ b

Dividindo ambos os membros por ¢ # 0, obtemos:
2 b\ 2
1= (2) + <—> = sin® a + cos®
c c

» Observe o triangulo rectiangulo da figura, onde os dngulos indicados
a e 0 se medem em graus. Mostre que o + = 90° e ainda que:

sina = cos (3 e sina = cos 3
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E claro que o + B = 90° porque o

tridngulo é rectdngulo. Basta aplicar
as defini¢oes anteriores:

sina = — = cos 3 = cos(90° — «)

COS&x =

Al Ole

= sin § = sin(90° — «)

» Observe o triangulo rectangulo que se mostra na figura ao lado,

onde os angulos indicados « e [ se medem em graus, e calcule os
valores das expressoes seguintes:

1.sin? « 2.sin? 8

3. cos? o 4.cos? 3

5.sin? a + cos? 3 6.sin” o + cos? 3
7.cos? a + sin? 3

exercicio de calculo

» Se sina =a, com 0 < a < 1 quais os valores do cosa e de tan a?

Podemos usar o triangulo modelo da figura seguinte:

para deduzir que:
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Observe que, substituindo nas férmulas anteriores sin a por a, estas podem
ser escritas na forma:

\/7_2 sin «v
cosa=V1—sin“a e tanoa=-——

1 —sin? «

» A hipotenusa de um tridngulo rectangulo mede 5 cm e um dos
seus angulos agudos mede 37°. Qual a medida de cada um dos dois
outros lados?

Usando uma calculadora obtemos
sin37° &~ 0.6018 e cos37° ~ 0.7986.
Podemos usar o tridangulo da figura ao
lado para deduzir que:

sina = BC/AC = BC/5
e portanto

5sina

BC =5 xsin37° ~ 3.009

5cosa

Analogamente:

AC =5 x cos37° ~ 3.993

» Observe o tridngulo acutangulo da figura. h. representa a altura
relativa ao lado ¢ = AB. Mostre que:

a b

sina  sinf

Como o A(CPA) é rectangulo em P

vem que:
he. =asin g

Analogamente, como A(CPB) é rec-
tangulo em P vem que:

h. = bsin«

Portanto asin3 = bsina. Dividindo
ambos os membros por sinasin 3 # 0
obtemos o que se pretende.

Raciocinando de forma analoga, fazendo intervir as alturas h, e hy, relativas
aos lados a = BC e b = AC, respectivamente, obtemos a importante Lei dos
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senos:
a b @

sinaw  sinf  sinvy

» Observe a figura e diga quais os valores de z e h.

r+h =125+ 14 = 139 =
x = 139 — h. Por outro lado,

125 cos 45° = x. Portanto: A
15°
T = 1257, h = 139—1257 N
Py
14 ‘

» Observe a figura e diga quais os valores de z e h.

V3 = tan60° = ';’ enquanto que
V3 _ _h .
45 = tan30° = 55 Portanto:

h=xV3eV3h=z+ 32, donde
se deduz que:

h=16V3, x=16

» O que é um radiano?

Na figura o dngulo 6 mede 1 radiano,
porque o arco determinado por # na cir-
cunferéncia, tem um comprimento igual
ao raio.

s
Na figura o dngulo 8 mede — radianos,

r
porque o arco determinado por # na cir-
cunferéncia de raio r, tem um compri-
mento igual a s:
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arco determinado por 6

medida de 0 em radianos = - - —
raio da circunferéncia

Por exemplo, se numa circunferéncia de raio r = 3 cm, o arco determinado
por um angulo ao centro #, mede s = 6 cm, entdo a medida de # em radianos é

igual

af=s/r=6/3=2radianos.

» Como converto graus em radianos e vice-versa?

Sabendo que 360° corresponde a 27 radianos, basta usar uma proporcio-
nalidade directa. Por exemplo:

360° «—— 2wrad 2rrad x 45° w
< = =

450 — g =300 g™

enquanto que:

360° «—— 27rad % rad x 360° 5
. <~ r=->—=30
T «— grad 27 rad

30°

45° = % rad, %rad

» Quais as vantagens de usar a medida de dngulos em radianos?

A medida em radianos é adimensional, isto é, ndo depende da unidade
de medida com a qual se medem comprimentos de arco. Recorde que um
radiano é um quociente entre o comprimento de um arco e o raio de uma
circunferéncia. E indiferente a medida com a qual se medem estes compri-
mentos. Pode ser em mm, cm, metros, etc. E por isso que os matematicos,
os fisicos, etc preferem usar a medida dos angulos em radianos, e é tam-
bém por isso que a varidvel independente nas fungoes trigonométricas tais
como sin x, cosx, etc, é usualmente expressa em radianos.

Como, por exemplo, sin z é adimensional e x também o é (quando medido
em radianos) podemos comparar sin z com z. De facto, para dngulos muito
pequenos (perto de 0), sinz é aproximadamente igual a . Uma melhor
aproximagao para sinz é xr — w—;, sendo o erro inferior a %. Atencao:
mas é um erro grave dizer que sin a é aproximadamente igual a
a, mesmo para valores de a muito pequenos, se medimos o em

graus.

Atencao: outro erro grave é por exemplo afirmar que:

cosa = cos(a+ 2nm), Vn € Z
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se medimos o« em graus. De facto, no segundo membro esta-
mos a somar o valor de um adngulo em graus, a, com o valor de
um angulo em radianos, 2nw, o que é absurdo, e torna falsa a
igualdade.

Tenha pois em ateng¢ao que em todas as féormulas trigonométricas
que usar, todos os angulos envolvidos tém obrigatoriamente de estar
medidos na mesma unidade (graus, radianos, ou qualquer outra).

Outras vantagens do uso da medida de angulos em radianos estao ilustradas
nas questoes seguintes.

» Se um veiculo se desloca com velocidade 36 km/h, qual a velocidade
angular de cada roda, em rotagdes por minuto (rpm), supondo que
o seu raio é 50cm e que elas rodam sem deslizar?

Se numa hora o veiculo anda 36 km = 3 600 000 cm, num minuto ele anda 3
600 000/60 = 60 000 cm. Portanto, num minuto um ponto da circunferéncia da
roda descreve um arco de comprimento 60 000 cm, uma vez que nao ha deslize.
O angulo ao centro 6 correspondente é pois:

arco ~ 60000 cm

raio da circunferéncia 50 cm

= 1200rad

Cada rotagdo (volta inteira) corresponde a 27 rad. Logo num minuto a
roda d& 600/7 voltas. A velocidade angular da roda é pois 600/7 ~ 156 rpm
(rotagdes por minuto).

» O ponteiro dos minutos de um relégio mede 3 cm. Qual o compri-
mento do arco que a ponta do ponteiro percorre em 20 minutos?

Em 20 minutos o ponteiro descreve um angulo igual a 360° _ 1900 = 2% rad,

0 =
isto é descreve 1/3 de volta.

Se o ponteiro descrevesse uma volta inteira a ponta percorria um arco de
comprimento 27 X 3 = 67 cm, que é o perimetro de uma circunferéncia de
raio 3 cm. Como descreve apenas 1/3 de volta a ponta percorre um arco de
comprimento 67/3 = 27 ~ 6.28 cm.

» Como posso visualizar a fungao sin?

Imagino um ponto P a rodar sobre o circulo trigonométrico, no sentido
positivo (anti-horario), com velocidade angular uniforme. A projeccao desse
ponto no eixo dos yy é um ponto A de coordenadas (0,sin ), onde 6 é o dngulo

polar de OP. A anda para cima e para baixo no intervalo [—1, 1]. Se imagino que
em A estd um marcador que traga um risco num papel que se desloca da direita
para esquerda, a curva que se obtem é exactamente o grafico da funcao seno.
Imagine um osciloscopio, como os que se usam para detectar ondas sismicas...
Veja a figura e clique no play para ver a animagao.
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APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Como posso visualizar a fungao cos?

Como cos 6 = sin (90° 4 0) posso imaginar o tragado como na questio ante-
rior s6 que agora comego no instante inicial com o angulo 90° em vez de 0°. H4
um deslocamento de fase... Veja a figura e clique no play para ver a animacao.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Como posso visualizar a funcgao tan ?

Imagino um ponto P a rodar sobre o circulo trigonométrico, no sentido
positivo (anti-horario), com velocidade angular uniforme. A recta OP intersecta
a recta x = 1, chamada neste contexto, a recta das tangentes, num ponto @
de coordenadas (1,tané), onde 6 é o dngulo polar de 0—15 (@ anda para cima e
para baixo no intervalo | — 0o, 400[. Se imagino que em @ est4d um marcador
que traga um risco num papel que se desloca da direita para esquerda, a curva
que se obtem é exactamente o grafico da fungao tangente. Veja a figura e clique
no play para ver a animacao.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Como se resolve a equagao trigonométrica:

sinX =sinA ?

Como ¢ claro da figura no circulo trigonométrico:

sinX = sinA
& X=A+4+2kr V X=n—A+4+2krn=-A+2k+1)n, keZ
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Estas duas féormulas podem ser condensadas na férmula tinica:
r=(-1)"A4+nn, necli

como ¢ facil verificar fazendo, ora n = 2k, ora n = 2k + 1.

» Como se resolve a equagao trigonométrica:

cos X =cosA?

)
J

Como é claro da figura no circulo trigonométrico:

cosX = cosA
& X=4+A+2knm, keZ

» Como se resolve a equagao trigonomeétrica:

sin X =cosA?

()

Como é claro da figura no circulo trigonométrico:

cos A = sin (g — A)
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e também:

sin A = cos (E — A)
2
Portanto a equagao dada é equivalente a:
sin X = sin (g — A)

que é resolvida pelo método apresentado no problema ?7?, isto é:

sinX = sin (ng)

= X:(—1)”(g—A)+mr, ne’z

» Como se resolve a equagao trigonométrica:

cos X =sinA?

cosX = sind
< cos X = cos (ng)
~

X:i(g—A)Jrzlm, keZ

» Como se resolve a equagao trigonomeétrica:

2sinzg —1=07?

2sinz —1=0<%&sine = % A figura esclarece claramente o que ha a fazer:

e Calculamos as solugdes no intervalo [0,27]. Como sin § = 3 uma dessas
solugdes ¢ = Z. Mas como sin (7 — %) = sin (3F) = sin
outra solucdo é z = 3&

T _ 1
€—2,uma

G *
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e Usamos agora o facto de sin ser periddica de periodo 27w. Portanto as

solugoes sao:

$=%+2k‘ﬂ', keZ

x:%—kaw, keZ

ou:

Estas duas formulas podem ser condensadas na férmula tinica:

xz(—l)”%—!—mr, nez

como ¢é facil verificar fazendo ora n = 2k ora n = 2k + 1.
» Como se resolve a equagao trigonomeétrica:
sin3x —sinz =07

Usando a férmulas:

sin A —sin B = 2sinA’TBcosA+TB

e fazendo A = 3x e B = x, vemos que a equagao dada é equivalente a:

3r—=x 3r+x

2sin cos =2sinxcos2x =0 < sinx =0V cos2x =0

2 2

Por outro lado:
simx=0x=kr, keZ

enquanto que:

005236:0<:)2x:i%+2kz7r(:)x:i%+kz7r, keZ

As solugdes sao pois:

r=kr V x:ig—i—kw, keZ

» Como se resolve a equagao trigonométrica:

cos(4z) =sin (£ —z) ?

Como cos A = sin (g

alente a:

sin (g — 4x) = sin (g — a:)

— A) , fazendo A = 4z vemos que a equagao é equiv-
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Por outro lado, como fizemos no problema ?7:
sinB=sinC < B=(—-1)"C+nr, nez

Portanto, fazendo B = § —4x e C' = ¢ — x, vemos que:

— 4z =(-1)" (g —x) + nw

Fazendo, por um lado n = 2k e, por outro lado, n = 2k + 1, obtemos apds
célculo que as solugoes sao:

ou, com outro aspecto:

™

x:(20k+3)30

» Como se calculam as raizes da equagao trigonométrica:
2sin(2r) +v2 =0

que pertencem ao intervalo | — 7/2,37/2]?

2sin(22) +vV2 = 0
& sin(2z) = —?
& sin(2z) = —sin (%)
< sin(2x) = sin <_£)
& 2= —(—1)”% +nm, nez
& :c:(—l)”“ngn—;, ne7

Para calcular as raizes que pertencem ao intervalo | — 7/2,3m/2], devemos cal-
cular os valores de n tais que:

3
-1 np1 ™ MW ST
<(=1) 87L 2 < 2

7r
2
Desembaracando de denominadores e dividindo tudo por w, vem:

—4 < (=1)" 4 4n < 12
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e se n for par, digamos n = 2k entao:

A< (1) 44n <12 & —4< (-1 L8k <12
& —4<-14+8k< 12
< —3/8<k<13/8
< kE=0v1
< n=0V2, jaquen=2k

e se n for impar, digamos n = 2k + 1 entao:

A< ()" pan <12 & A< (1) 48k <12
& —4<1+8k<12
& —5/8<k<11/8
& k=0vVv1
& n=1V3, jaquen=2k+1

Portanto as solugbes pretendidas obtém-se fazendo n = 0,1,2 e 3 na férmula
geral x = (—1)"T'Z 4+ T S3o elas

57 w27 T w37 137

T
8’8

™
2 % s T2 T st TR

» Como posso demonstrar a féormula do seno da soma:

sin(a + ) = sin acos 3 + cos asin 3 [Féormula D]

A demostragdo seguinte deve-se a Volker Priebe ¢ Edgar A. Ramos “Proof
without Words: The Sine of a Sum"; Mathematics Magazine, Vol. 73, No. 5
(Dec., 2000), p. 392. A figura fala por si:
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cos B

$ COSs o >

Mas eis algumas indicagoes:

e os dois rectangulos tém a mesma largura e o mesmo comprimento (e por-
tanto a mesma area). Porqué?

e 0 quadrilatero azul claro contido no rectangulo da esquerda é um par-
alelogramo. Porqué? A é4rea desse paralelogramo é igual a sin(a + f3).
Porqué?

e A area do paralelogramo azul claro contido no rectangulo da esquerda é
igual a soma das areas dos dois rectangulos azul claro contidos no rectan-
gulo da direita. Porqué? A soma destas areas é sin avcos 8 + cos asin (.
Porqué?

Portanto:
sin(a + 3) = sin acos 3 + cos asin 3

» Calcular, em funcao de sin,cos e tan de « e 3, usando a [Férmula
D]:

e sin(a—f) o cos(a+pf) e cos(a—f)

e tan(a+ ) e tan(a — )

e em sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 3 substitua S por —3. Vem que:

sinfa — 8) = sin(a+ (=0))
sin acos(—f3) + cos asin(—23) [Férmula D]

= sinacos 3 — cosasin g
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cos(aw + ) = sin(90° — (a+ 3))
= sin((90° — a) — ()
= sin(90° — a) cos B — cos (90° — a) sin §  [Férmula anterior]

= cosacosf —sinasin g

substitua 8 por —3 na férmula anterior:

cos(a — ) cos(a + (—0))

cos acos(—f3) — sin asin(—/3)

= cosacosf + sinasin g

Usamos a definigdo de tangente e as formulas anteriores. Calculando obte-

mos:
i t t

tan(a 4+ g) = Snle+f)  _ tanattanf

cos(a + ) 1 —tan atan 3

Usamos a definicao de tangente e as formulas anteriores. Calculando obte-

mos:
sin(—f)  tana—tanf

tan(a - f) = cos(a —f) 7 14tanatanf

» Na figura o dngulo o com vértice
sobre a circunferéncia de raio r,
determina um arco P() sobre essa
circunferéncia. Mostrar que:

PQ

sina = —
2P

A que é igual o arco 1/352?

Fazendo variar o ponto A sobre a cir-
cunferéncia, mantendo sempre os pon-
tos P e @ fixos, e portanto o angulo
«, podemos considerar o caso em que
AQ é um didmetro da circunferéncia,
como na figura ao lado. Nesse caso o
tridngulo A(APQ) é rectdngulo em P

(porqué?) e dai que:

. PQ
sina = —
2r
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Quanto ao comprimento do arco ﬁZ), calculamos pela regra de trés simples":

2r  «—— 27r —  27r X 2«

g PQ=—"——"""=2
20— PQ — PQ 27 e

Note que a corda é menor que o arco: PQ = 2rsina < 2ra = PQ. O
quociente entre os dois é:

PQ 2rsina  sina
ik — 1,quando v — 0
PQ 2ra «

» Usando a questao anterior de-
duzir a lei dos senos:

a b c
sinA  sinB sinC

Dado o tridngulo A(ABC) consideramos a circunferéncia circunscrita de

raio r.

BC a
A questdao anterior diz-me que sinA = — = —, isto é — = 2r.
- 2r 2r sin A
AC b a5
Analogamente, sin B = — = — isto é =2r, esinC = 48 = <
& . 2r 2r sin B 2r 2
isto é = 2r. Portanto:
sin C'
a b
sinA  sinB  sinC
» Usando a questao anterior
mostrar a seguinte relacao, valida
para um poligono regular de n la- !
dos (n > 3) inscrito numa circun-
feréncia de raio 7:
™
{ = 2r sin —
n
~ . . .0 l )
A questao anterior diz que sin 3= 3 donde se deduz que £ = 2r sin 3
T

2w 0
Mas § = —. Substituindo vem pois que ¢ = 2r sin —.
n n
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™ ™ 1
Note que quando ¢ = r obtemos r = 2r sin — = sin — = 3 = n=06-um
n n

hexagono regular.

» A que é igual:
cos(2arcsinx) ?

Construimos um tridngulo rectangulo
como o que se representa na figura ao
lado.

Se A = arcsin z, entéo:

cos(2arcsinz) = cos(24)

cos? A —sin? A

X
2
V1— 22 z?
1 1’
_ 2
= 1—2z 2
x -1

Portanto:

cos(2arcsinz) = 1 — 22°

» A que é igual:

sin (arccos % + arctan 2) ?

Construimos dois tridngulos rectangu-
los como os que se representam na
figura ao lado - um com um angulo cujo 3
cosseno seja igual a 4/5 e outro com um
angulo cuja tangente seja igual a 2.

Se A= arccos% e B = arctan 2, entdo:

4

sin <arccos 5 + arctan 2) = sin(A+ B)

= sin Acos B + sin Bcos A
31 2 4
R _|_ — =,
5v6 Vb
135

25

veja a figura

» Resolver o tridngulo da figura seguinte:
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Dados: B = 34°,C = 82° e a = 5.6¢cm.

E claro que A = 180° — (34° + 82°) = 64°. Para calcular o lado b uso a lei
dos senos:

b a o asin B
sinB  sind " sinAd
donde: £ 6 sin 340
.6sin
= b~ 3.5
sin 64° — am
Para calcular o lado ¢ uso a também a lei dos senos:
c a N asinC
= cb =
sinC sinA sin A
donde:

_ 5.6sin 82°

~ 6.2
Sin 610 — c~ 6.2cm

» Deduzir a lei dos cossenos (ver
a figura ao lado).

a? = b% + 2 — 2bccos A

Aplicamos duas vezes o teorema de Pitagoras:

h = b —2?

h = a®—(c—x)?

Portanto
V—a2?=d>—(c—2)? = d>=bv+*-2x

Mas cos A = x/b, isto é, x = bcos A, e substituindo obtemos:

a? = b? + 2 — 2bccos A
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De forma anéloga se obtem as duas outras formulas:

b% = a® + ¢ — 2accos B

2 =a?+b%—2abcosC

FORMULARIO

» Alguns valores importantes:

[ Jolgl % &8[5]
sin || 0 é %i 2N i
cos 73 % % 0
tan [ 0] 2| 1 | v3|nd

» Quais as relagoes entre as fungoes trigonomeétricas de angulos com-

plementares (cuja soma é 90° ou § radianos)?

cos( —a) = sin «

[SIE RN

sin( —a) = cos

» Quais as relacoes entre as fungoes trigonométricas de angulos com

amplitudes a e § + a?

sin (g + a) = cos o

cos (% —|—a) = —sina

» Quais as relagoes entre as fungoes trigonomeétricas de angulos su-
plementares (cuja soma é 180° ou 7 radianos)?
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sin(m — «) =sina
cos(m — a) = — cos

tan(r — ) = —tan«

» Quais as relacoes entre as fungoes trigonométricas de angulos com

amplitudes o e 7+ a?

sin(m + a) = —sin
cos(m + ) = — cos

tan(m + ) = tan «

» Quais as relagoes entre as fungdes trigonométricas de angulos

simétricos o e —a?

sin(—a) = —sin«
cos(—a) = cos

tan(—a) = — tan «

» Quais as relacoes entre as fungoes trigonométricas de angulos com

amplitudes « e 27 — a?

sin(2m — o) = —sina
cos(2m — a) = cos

tan(2m — @) = —tana




Capitulo 4

Numeros complexos

4.1 Numeros complexos
» 1. O que é a unidade imaginaria i ?
E uma solucio da equacio z2 4+ 1 = 0. Portanto i = v/—1 satisfaz

2 =-1

» 2. Como posso calcular as varias poténcias de i?

Sucessivamente:
7 = -1
P o= Pi=—1i=—i
it = (#P)P=-1--1=1
o= ti=i
i6 — (i2)3 — (_1)3 -1
it = (2P i=(=1)-i=—i
iS _ (’i2)4 _ (_1)4 =1

Em geral, é facil provar que, para k inteiro positivo:

i4k _ 1’ ,L'4k+1 _ i, Z'4k+2 = =1 ,L’4k‘+3 — 5

5 7

Erros frequentes. Atencao! Nao é correcto escrever:
V=1-vV=1=/(-1)-(-1) = V=1

44
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ja que por definicdo, /—1-v/—1=1i-i= —1.
» 3. A que é igual /—a onde a¢ é um niimero real positivo?

V=a=ai

Exemplos:
V=9 = V9i=3i
V=8 = 8i=2V2i
2/-32 821

Erros frequentes. Atencao! Nao é correcto escrever:

VI VT = VS

De facto, por definigao:

V=A T = (VA - (VTi) = V282 = V28 = —2V7T

» 4. Como se resolve a equacdo quadratica z? —7z+32.5 = 0 no campo
complexo?

, — /b2 —
Usamos a féormula resolvente x = %:

T+V/49—-130 7++/—-81 7++9:¢ ,
= 5 = = =35+45i

2 2
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» 5. Como se somam dois nimeros complexos z=a+bi e w=c+di,
e qual o seu significado geométrico?

Da seguinte forma:

z+w=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i

O ndmero complexo z = a + bi é representado no plano complexo (plano de
Argand) pelo vector (a,b). Analogamente, w = ¢ + di é representado pelo
vector (¢,d). A soma z+w é entdo representada pelo vector soma (a, b)+(c, d) =
(a+ ¢,b+ d), obtido pela regra do paralelogramo.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» 6. O que é o conjugado do niimero complexo z =a + bi?

E o nimero complexo z = a — bi. Se z = a + bi é representado no plano
complexo (plano de Argand) pelo vector (a,b), entdo z = a — bi é representado
pelo vector (a, —b), obtido do primeiro reflectindo-o relativamente ao eixo real.

» 7. O que é o médulo do niimero complexo z =a + bi?

E o ntimero real positivo |2| = Va2 +b2. Se z = a + bi é representado no
plano complexo (plano de Argand) pelo vector (a,b), entdo |z| ndo é mais do
que a norma desse vector. Note que:

2| =vVz -z

» 8. O que é a forma polar ou trigonométrica do nimero complexo
z=a+bi?

Se z = a + bi é representado no plano complexo (plano de Argand) pelo
vector (a,b), considerem-se as coordenadas polares do vector z, isto é:

e 0 seu modulo |z] e

e 0seu argumento (positivo minimo), isto é, o &ngulo positivo 6 € [0, 27|
que o vector faz com a parte positiva do eixo real (ver applet).

Podemos entdo escrever que:

parte real de z= Re(z) = a = |z| cosd

parte imagindria de z= Im(z) = b = |z|sin 6
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e portanto:

z = |z|(cos @ + i sin ) = |z] cis(0)
que é a forma polar ou trigonométrica do niimero complexo z = a + b1,

onde, como é habitual, se escreveu:

cis(f) = cos 0 + i sin

Exemplos:

V24 V20 = 2cis(n/4)
?—i—gi = V3cis(n/3)

—3-2V10i = Tcis(245°)

» 9. Como se multiplicam dois niimeros complexos z = a + bi e
w=c+di?

2w = (a+bi)-(c+di)
ac+ adi + bei + bd i®
ac+ (ad 4+ be)i — bd
(ac — bd) + (ad + be) i

Portanto:

zw = (ac — bd) + (ad + be) i
Em representagao polar, se:
z = |z] cis(w), w = |w]| cis(B)
entao:
2w = (|z]cis(@)) - (Jw|cis(B))
= |z| - |w|{(cosa+isina) - (cos S+ i sinf)}
= |zw| {(cosacos B — sin asin 3) + i (cos asin 5 + sin accos §) }

= |zw| {cos(a + B) + i sin(a + B)}]
= |zw|cis(a+ )

isto é: 0 médulo do produto é o produto dos médulos e o argumento do produto
é a soma dos argumentos (médulo 27).
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APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» 10. Qual o significado geométrico da multiplicagdo do ntimero
complexo z por i?

Se z = |z| cis(a), como i = cis(7/2), a férmula anterior diz que:

oo )
1-Z=|Z|CIS|(X -
2

Portanto o vector iz é obtido a partir do vector z rodando-o no sentido positivo
um angulo de 90°.

» 11. Qual o significado geométrico da multiplicagdo do ntimero
complexo z por /3 +i?

Se z = |z| cis(), como i = 2cis(7w/6), a férmula anterior diz que:

(V341i) -z = (2cis(7/6)) - (2] cis(r)) = 2|2 cis (a + %)

Portanto o vector (v/3 + 1)z é obtido a partir do vector z rodando-o no sentido
positivo um angulo de 30° e aumentando-lhe o comprimento duas vezes.

» 12. Como calculo o inverso 1/z do nimero complexo z = a+bi # 0?7

- 1 a—0bi
> a+bi a+bi a—bi
_a—bi
Y
a b

a2+b2ia2+b22

Mais sucintamente: B
z
|2[?

1
z

g\‘l\”

Em representacio polar, se z = |z| cis(a), entdo é claro que z = |z]| cis(—a).
Portanto:

1z
2 |z
1 .
= WM cis(—a)
1
= —cis(—a)

2]
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isto é: 0o modulo do inverso é o reciproco do médulo e o argumento do inverso
é o simétrico do argumento (mdédulo 27).

» 13. O que é a férmula de Moivre?
Seja z um ntimero complexo em representagao polar - z = |z| cis(«). Entéao:

22 = (|z|cis(a)) - (|z] cis(@)) = |z|? cis(2a)

(|2] cis(a))? - (2] cis(@)) = |z|? cis(2a) - (|| cis()) = |2|? cis(3c)

©
Il

2" = |z|"cis(na)
A férmula de Moivre d& pois a poténcia de expoente n de um niimero complexo:

2™ = (|z|cis(@))™ = |2z|" cis(na)

Exemplos:
(V3+i)° = (2cis(r/6))” = 2° cis(57/6) = —16v/3 + 161
(V3+4i)° = (2cis(n/6))° = 2° cis(57/6) = —16v/3 + 16
(1+4)'0 = (\/icis(w/z;))l 0 = 2° cis(57/2) = 32i

» 14. Como calculo as raizes de indice n do niimero complexo w =
a+bi?

Pretendo resolver a equagao na incognita z:

2P =w

isto é, quero calcular os niimeros complexos z cuja poténcia de expoente n é
igual ao niimero dado w.

Escrevo w em forma polar: w = |w|cis(f), e também z = |z|cis(«). |w| e 0
sdo conhecidos e o que procuro sdo os valores de |z| e de «|. Mas pela férmula
de Moivre:

Zt=w <= (|z|cis(a))” = |z|" cis(na) = |w]| cis()

Portanto:

2" = |w| = |z| = |w/”" (solucdo tnica)

2
na =04+ 2kr — azw
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E facil mostrar que existem apenas n solucdes distintas que podem ser obtidas
fazendo k sucessivamnte igual a 0,1,2,--- ,n — 1.

Resumindo: as n raizes distintas de indice n do niimero complexo w =
a+bi = |w|cis(f) sdo obtidas pela férmula:

2z = |w[Mmcis (HE221) | k=0,1,2,--- ,n—1
» 15. Quais as raizes ctibicas de —17

Sao os ntmeros z que elevados ao cubo ddao —1: 22 = —1. Pondo z =
|z|cis(a), como —1 = cis(7) vem que:

(|z]cis(a))® = |z2cis(3a) = cis(n) < |2]> =1A3a =7+ 2kn

2k
& leAazz%Tz,k:QLZ
- T T+ 2T Tm+47  bw
o= — =T = —
37 3 T3 3
As raizes cibicas de i sdo pois:
. (77) 1+\/§.

20 = cs|{=)==+—1
0 3/ 27 2
z1 = cis(m)=-1

Zy = cis om —l—ﬁi
> 3) 2 2



Capitulo 5

Geometria analitica

5.1 Geometria analitica plana

» O que é um referencial cartesiano R no plano? Para que serve?

E um sistema constituido por dois eixos ortogonais - o eixo das abcissas,
ou eixo dos zz, e o eixo das ordenadas, ou eixo dos yy (claro que podem
ser usadas outras letras). Fixamos ainda uma mesma unidade de medida em
ambos 0s eixos.

Serve para estudar geometria plana com ajuda de algebra, isto é, para es-
tudar Geometria Analitica 2D. A cada ponto A do plano associamos, de forma
univoca, o par de coordenadas relativas a esse sistema de eixos (ou referencial):

A  (za,y4) ER?
x4 diz-se a abcissa e y4 a ordenada do ponto A. Escreve-se entao:
A(za,94)
As figuras do plano, tais como, rectas, curvas, poligonos, e outros lugares

geométricos, podem entao ser descritos por equagdes ou inequacoes nas variaveis
x e y, onde P(z,y) designa um ponto genérico desse lugar.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» O que é um referencial cartesiano R no espacgo? Para que serve?

51
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E um sistema constituido por trés eixos ortogonais - o eixo das abcissas,
ou eixo dos zz, e o eixo das ordenadas, ou eixo dos yy e o eixo das
cotas, ou eixo dos zz (claro que podem ser usadas outras letras). Fixamos
ainda uma mesma unidade de medida em todos os eixos.

Serve para estudar geometria espacial com ajuda de algebra, isto é, para es-
tudar Geometria Analitica 3D. A cada ponto A do plano associamos, de forma
univoca, o terno de coordenadas relativas a esse sistema de eixos (ou referen-
cial):

A «——  (xa,ya za) €R?

x4 diz-se a abcissa, y4 a ordenada e z4 a cota do ponto A Escreve-se
entao:

A(JZA, Ya, ZA)

As figuras do espaco, tais como, rectas, planos, curvas, superficies, poliedros,
e outros lugares geométricos, podem ser entdo descritos por equagdes ou in-
equagoes nas variaveis x, y e z, onde P(z,y, z) designa um ponto genérico desse
lugar.

» O que é a diferenca de dois pontos A e B no plano ou no espago?

A diferenca de dois pontos A e B no plano ou no espaco, representa o vector
—

AB = B — A. No plano, se A(za,y4) e B(xp,yp) entdo:

—
AB = (z5 — 4,yB — Y4)
No espaco, se A = (xa,ya,24) € B= (zp,yB,25) entao:

—
AB = (rp —TA,YB — YA, 2B — 2A)

—
Em particular, OA é o vector de posi¢ao do ponto A, e representa-se por

N —
a=0A
As coordenadas de & sdo pois as coordenadas de A.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Como se somam dois vectores v; e vV do plano? E no espago?
Pela regra do paralelogramo.

No plano, se V1 = (z1,y1) e Vo = (z2,y2) entdo:
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Vi 4+ Vo = (21 + 22,51 + 42)

No espaco, se Vi = (x1,y1,21) € V2 = (72,¥2, 22) entao:

V14 Vo = (21 + 22, Y1 + Y2, 21 + 22)

Erro frequente. Atencgao! Somar dois vectores um no plano e outro no
espaco. Nao faz sentido escrever, por exemplo:

(—1,2) + (0,2, -1)

» Dado um ponto A e um vector vV o que representa A + v?

Representa o ponto extremidade do vector &+V. Se A = (z4,ya) e V = (a,b)
entao:

A+v=(a+xa,b+ya)

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Como se multiplica um vector v por um escalar A\? Qual o signifi-
cado?

Seja v = (x,4) e A € R. Se v = 0 ou se A = 0 obtem-se o vector nulo 0.
Se v #£ 0 e \ # 0 entdo AV é um vector com a mesma direccio de ¥, 0 mesmo
sentido se A > 0 e sentido oposto se A < 0, e comprimento igual a |\| vezes o
comprimento de V.

Se Vv esta fixo e A varia obtemos todos os vectores colineares com Vv ou, de
forma equivalente, todos os pontos da recta gerada por V.
Se Vv = (x,y) e A € R, entdo:

AV = A(z,y) = (Az, Ay)

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» O que é o produto escalar (euclideano) de dois vectores no plano
R2?
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O produto escalar (euclideano) de dois vectores vq = (x1,y1) e Vo = (22, y2)
define-se por:

Vi1V =122 + Y1Y2

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» O que é a norma (euclideana) de um vector ¥ no plano R2?

A norma (euclideana) de um vector ¥ = (z,y) no plano R? define-se por:

9= Vi = Vet P
que nao é mais do que o Teorema de Pitagoras.
» O que é o produto escalar (euclideano) de dois vectores no espacgo
R3?

O produto escalar (euclideano) de dois vectores Vi = (x1,y1,21) € Vo =
(22, Y2, 22) define-se por:

V1 Ve =122 + Y1Y2 + 2122

» O que é a norma (euclideana) de um vector v no espaco R3?

A norma (euclideana) de um vector ¥ = (z,¥, z) no no espaco R?® define-se
por:

19 = V¥ - ¥ = /22 + 4 + 22

que nao é mais do que o Teorema de Pitagoras.

» Quais as principais propriedades do produto escalar? E da norma
(quer no plano, quer no espago)?

=1}

1. 4-v=v-
¢ 5 5. |V|>0e|¥]|=0&v=0

o 6. |Av] = [A[[¥V]]

o 7. [+ V] < ]+ ¥
o 4. |u-v| < ldl v desigualdade triangular
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» Como se define a distancia d(A, B) entre dois pontos A = (z4,y4) €
B = (zp,yp) no plano?

. —_—
E a norma do vector AB:

d(A,B) = ||AB| = /(&5 — 7a)2 + (Y5 — ya)?

Por exemplo, se A = (1,—2) e B =(—3,1), entao:

d(A,B) = |AB|| = /(=3 -1+ (1+2? = V25 =5

» Como se define a distancia d(A, B) entre dois pontos A = (24,Y4,24)
e B = (zB,yB,%B) no espago?

2 —
E a norma do vector AB:

d(A,B) = HA—B>|| =5 —24)%+ (yg —ya)® + (25 — 24)?

Por exemplo, se A = (1,-2,1) e B = (-3,1,—2), entao:

d(A,B) = || AB| = /(=3 - 12 + (1 + 22+ (-2 - 1)? = V34

» Como se define o angulo convexo entre dois vectores nao nulos u
e vV (quer no plano, quer no espago)?

Pela desigualdade: |- V| < ||d]| |||, e uma vez que ambos os vectores sdo

nao nulos, deduzimos que gﬂén < 1, isto é:

1<V <
[l |||

Portanto existe um dnico valor 8 € [0, 7] tal que cos§ = %,
cosseno restrita ao intervalo [0, 7] é uma fungao bijectiva sobre o intervalo [—1, 1].
A este valor de # chama-se o Angulo convexo entre dois vectores nao nulos
U e V. Portanto, pondo § = £(u,v) € [0, 7], esse dngulo define-se através da
féormula:

ja que a funcao

isto é:

Exemplos:
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Sed=(-1,2,0) e V= (1,—2,1) entdo:

—

u-v
[l ¥
(_172u0) ) (17 _27 1)
(—L20)[ (1, —21)]
-1—-4+0
\/(_1)2 1922102 \/12 + (_2)2 112

cos £ (U, V)

» Quando é que dois vectores sdo ortogonais (no plano ou no espago)?

Quando £ (4, V) = 7/2, isto é, quando 1 - v = 0. Por convengio considera-se

=

o vector nulo 0 ortogonal a qualquer outro vector.

» Se 1 # 0, 0 que representa a equagao em X:

n-x=07?

Representa o conjunto de todos os vectores X que s@o ortogonais a n. Temos
que distinguir os dois casos:

e 10 plano, a equagdo 1 - X = 0 representa a recta vectorial (i.e., que passa
no origem) ortogonal a i. Se d = (a,b) e X = (z,y), d-X = (a,b)- (x,y) =
ax + by, e essa equagao escreve-se na forma:

axr+by=0
que se diz a equagao cartesiana da recta referida.

e 10 espago, a equagio 1 - X = 0 representa o plano vectorial (i.e., que
passa no origem) ortogonal a i. Se @i = (a,b,¢) e X = (x,y,2), & -X =
(a,b,¢) - (z,y,2) = ax + by + cz, e essa equagdo escreve-se na forma:

ax+by+cz=0
que se diz a equacgao cartesiana da plano referido.
Exemplos:

2z —y = 0 é a equagao da recta vectorial ortogonal ao vector il = (2, —1).

2x —y + 5z = 0 é a equagdo do plano vectorial ortogonal ao vector i =
(2,-1,5).
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2z 4+ 52 = 0 (em R3) é a equagdo do plano vectorial ortogonal ao vector
n=(2,0,5). Esta recta estd contida no plano y = 0, isto é, no plano zz.

» No plano, como posso descrever parametricamente a recta anterior
n-x=0?
O vector Vv = (—b, a) pertence a recta, uma vez que i-v = (a,b)-(—b,a) = 0.
Portanto a recta é também o conjunto de todos os vectores X que sdo multiplos
escalares do vector V. Isto é:

rectaar +by=0 = {Xe€R: X=t(-ba), tecR}

—

Esta equagdo X = tV diz-se a equagao vectorial da recta referida. Se X =
(z,y), como V = (—b,a), entdo X =tV < (x,y) = t(—b,a) &z = —th,y =ta e
a equacao vectorial é equivalente as duas equagoes seguintes:

{”3 = bR
Yy = ta

que se dizem as equagOes paramétricas da recta. Quando o "tempo" ¢ varia,
elas representam o movimento de um ponto (particula) que se desloca sobre a
recta com movimento uniforme de vector-velocidade Vv = (—b,a) e velocidade

(escalar) v = ||V]| = Va2 + b2.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Calcule a equagao cartesiana da recta que passa no ponto A =
(—1,2) e é perpendicular ao vector n = (3,4).

|

v

Se P = (z,y) é um ponto genérico dessa recta, entdo o vector P— A = AP =
—
) AP -1

I
o

(z,y) — (=1,2) = (x + 1,y — 2) é ortogonal ao vector ii. Portanto
isto é:

)

(z+1,y—2)-3,4)=0 & 3z+1)+4y—-2)=0 <« 3Bz+4y=5

» Calcule as equagdes paramétricas da recta que passa no ponto
A= (-1,2) e é perpendicular ao vector i = (3,4). ?

O vector v = (—4,3) é perpendicular ao vector i uma vez que i - V =
(3,4) - (—4,3) = 0. Portanto a recta é a recta que passa no ponto A = (—=1,2) e
é paralela ao vector Vv = (—4,3). Se P = (x,y) é um ponto genérico dessa recta,
entio o vector P — A = AP = (z,y) — (-1,2) = (z + 1,y — 2) é um miiltiplo
escalar do vector V, isto é, AP = t v, ou ainda:

-1 -4t
243t 7

T
Y

teR

(x+1,y—2)=1t(-4,3) = {



5. Geometria analitica 58

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Qual a equacgao cartesiana e as equagoes paramétricas da recta que
passa em dois pontos distintos A = (z4,y4) € B = (z5,yp) no plano ?

—
Essa é a recta que passa em A e é paralela ao vector AB. Portanto, se
P = (z,y) é um ponto genérico dessa recta, vemos que:

—
P=A+tAB, teR
que é a chamada equagao vectorial da recta. Em coordenadas:
(z,y) = (@a,ya) +t(@p —2a,yp —ya), tER

isto é:

teR

)

{x = zao+t(zp—z4)
y = ya+t(ys—ya)

que sdo as equagoes paramétricas da recta. Eliminando o parametro ¢, obte-
mos:
(yB —ya)(@ —2xa) = (v —a) (Y —ya)

que é a equagao cartesiana da recta.
e Sexp—xa=0entdo a yg —ya # 0, porque os dois pontos sao distintos,
e a recta é uma recta vertical de equagdo r = x 4.

e Se yp —ya = 0 entdo a xp — x4 # 0, porque os dois pontos sdo distintos,
e a recta é uma recta horizontal de equagdo y = y4.

e Sexp—xa#0eyp—ya #0, arecta tem por equacio:

YB—YA
TB—TA

y=ya+ (x —a)

» No plano, o que é a inclinagcao de uma recta? E o declive?

A inclinagdo é o menor dngulo positivo a que a recta faz com a parte positiva
do eixo dos xx.

O declive m ¢ a tangente desse angulo:

m = tan «

Se A= (za,ya) e B= (zp,yp) sdo dois pontos distintos dessa recta entao:
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declive m = 48=Y4
TB—XA
se a recta ndo for vertical (e portanto xp # z4). Se a recta for vertical diz-se
que o seu declive ¢ infinito,

» Porque é que no plano uma recta é definida por uma equagao
cartesiana e no espago preciso de duas equagoes cartesianas?

Porque no espaco uma equacgao cartesiana do tipo ax + by + cz = d define
um plano - o plano que passa num dos seus pontos e é ortogonal ao vector
i = (a,b, ¢). Para definir uma recta no espago preciso de dois planos, e portanto
de duas equagoes cartesianas - a recta é entdo a intersecgao desses dois planos.

» O que representa um sistema de duas equagoes lineares nas in-
cégnitas = e y, do tipo (supondo que a e b nao sao simultaneamente
nulos e também d e ¢):

ar+by = ¢
de+ey = f

A equagdo ax + by = ¢ é a equagdo cartesiana de uma recta no plano,
perpendicular ao vector m = (a,b). Analogamente, a equagdo dx + ey = f
é a equagao cartesiana de uma recta no plano, perpendicular ao vector n =
(d,e). Portanto o sistema representa o conjunto dos pontos que pertencem
simultaneamente as duas rectas. 3 casos podem ocorrer:

e as duas rectas sdo concorrentes num inico ponto. Neste caso o sistema tem
uma Unica solugdo que representa as coordenadas do ponto de interseccao
das duas rectas. Isto ocorre se e s6 se os vectores m = (a,b) e i = (d, e)
nao sdo colineares, ou, de forma equivalente, se e s6 se os vectores (a,b) e
(—e,d) nao sao perpendiculares, isto é:

ae —bd # 0

e as duas rectas sao paralelas ndo coincidentes. Neste caso o sistema nao
tem solugao.

e as duas rectas sao coincidentes. Neste caso o sistema tem uma infinidade
de solugobes - todos os pontos que estao sobre as rectas coincidentes.

» Resolva os sistemas seguintes:
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r—3y = 1 T—y = 0
“V2w—5y = 0 “122-2y = 2
20 —3y = b d r+y = 1
3r+2y = 1 ' z—y = 1

Solugoes:

[a] z=-5,y=-2 [b]Jz=1,y=-1 [c] Impossivel [d.] z=1,y=0

» a. Calcule uma equacio da recta que passa no ponto A(—1,4) e é
perpendicular a recta 2z —y = 3.

b. Calcule a equagao da recta que passa no ponto A(—1,4) e é paralela
a recta 2z —y = 3.

a. Sendo perpendicular a recta 2z — y = 3, a equagdo vectorial da recta
pedida é (z,y) = (—1,4) + ¢(2,—1),t e R. Dai que x = -1+ 2t Ay =4 —¢.
Eliminando ¢ obtem-se x + 2y = 7.

b. A equacio vectorial dessa recta é (z,y) = (—1,4) +¢(1,2), t € R, porque
(2,—-1)-(1,2) = 0 Dai que = =1+t Ay = 4+ 2¢. Eliminando ¢ obtem-se
20 —y = —6.

» Calcule a distancia entre um ponto A = (1, —2) e a recta 4z — 3y = 1.

Calculamos:

1. a equacdo da recta que passa no ponto A e é perpendicular & recta dada

2. a intersecgao I das duas rectas anteriores

N
3. adistancia entre A e I, isto é, a norma do vector Al. Esta é, por definicao,
a distancia entre um ponto A e a recta 2x — 3y = 1.

[1.] A recta 4o — 3y = 1 é perpendicular ao vector (4, —3). Portanto, essa recta
é paralela ao vector i = (3,4), por exemplo. Se P = (z,y) é um ponto da
recta que passa em A = (1,—2) e é perpendicular & recta 4o — 3y = 1, entdo
—

AP - =0, isto é:

(z—1,y+2)-(3,4) =0 <= 3(z—-1)+4(y+2)=0 <<= 3z+4y=-5

[2.] a intersecgdo I das duas rectas anteriores ¢ dada pela solugéo do sistema:

dr — 3y = 1
3r+4y = =5

A solucgao unica é:
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que sao as coordenadas do ponto de interseccdo I das duas rectas anteriores.

_
[3.] a distancia entre A e I, isto é, a norma do vector Al é dada por:

— 11 23
i = (-5 -1-5+2)]
B % 2+ 277 2
o 25 25
_ 9
5

» Calcule a distancia entre um ponto A = (z4,y4) e a recta L de
equacao ax + by + ¢ = 0.

Calculamos como na questao anterior:

1. a equacdo da recta que passa no ponto A e é perpendicular & recta dada

2. a intersecgao I das duas rectas anteriores

N
3. adistancia entre A e I, isto é, a norma do vector Al. Esta é, por definicao,
a distdncia entre um ponto A = (r4,y4) e arecta L: ax + by + ¢ =0.

[1.] Arecta L : ax+ by + c = 0 é perpendicular ao vector i = (a,b). Se
P = (z,y) é um ponto da recta que passa em A = (x4,y4) e é perpendicular &
recta L, entao:

(z,y) = (a,ya) +t(a,b) = (xa +ta,ya +tb), teR

[2.] O ponto de intersecgéo I das duas rectas anteriores corresponde ao valor de
t tal que (x4 + ta,ya + tb) € L, isto é:

_ — by —
a(wa+ta)+b(ya+tb)+e = 0= axa+ta® +bya+th*+c =0 =t = B

a? + b2
Portanto as coordenadas de I séo:
—axa —bys —c —axa —bys —c
%A viA T ® _TmA T PA T Ty
<x’4+ xR AT Ty >
[3.] a distancia entre A e I, isto é, a norma do vector AT é dada por:
— —ary —bys —c —axg —bys —c
ALl = H (zA + W“ —TA,Ya+ Wb - yA> H
_ axA—l—byA—i—ca 2+ aa:A+byA+cb 2
- a? + b2 a? + b2
laxa + bya + ¢

va? +b?
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Conclusdo: a distancia d entre um ponto A = (x4,ya) e a recta L de
equagdo ax + by + ¢ =0 é dada por

d — laxa+bya+c|
Va24b2

» Qual a distancia entre a recta y = mz + ¢, ¢ # 0 e a origem?

Quero saber a distancia d entre o ponto A = (0,0) e a recta L de equagao
mz — y + ¢ = 0. De acordo com a férmula anterior d é dada por:

d— |axA+byA+c| . |b‘

1/61‘2_’_()2 4/12+m2

» Calcular a equacgdo paramétrica da recta que passa em A(—1,0,2)
e é ortogonal ao plano 7 de equagao = + 2y — z = 1.

O plano 7 é perpendicular ao vector i = (1,2, —1). Portanto a recta £ é a
recta que passa em A(—1,0,2) e tem a direcgao do vector ii. A equagao vectorial
de ¢ é pois:

(z,y,2) = (=1,0,2) + £(1,2,~1) = (~1 + £, 26,2 — ), teR

e as equagoes paramétricas sao:

r = -1+t
y = 2t , teR
z = 2—-t

» Calcule a distancia entre o ponto A(—1,0,2) e o plano 7 de equagao
T2y —2z=1.

Calculamos:

1. a equacdo da recta £ que passa no ponto A e é perpendicular ao plano m
dado

2. a intersecgao I desta recta com o plano 7

N
3. adistancia entre A e I, isto é, a norma do vector Al. Esta é, por defini¢ao,
a distncia entre um ponto A = (x4, Y4, 24) e o plano 7 : ax+by+cz = d.

[1.] Como vimos na questdo anterior, a equagao vectorial de ¢ é:

(z,y,2) = (=1,0,2) +¢(1,2,—1) = (=1 4+ ¢,2¢,2 — t), teR
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[2.] O ponto de intersecgéo I das duas rectas anteriores corresponde ao valor de
t tal que (—1+¢,2t,2 —t) € 7, isto é:

(~14+8)4+202)—2-t)=1 = t=2/3

Portanto as coordenadas de I sdo:

2 8 2 1 8 4
71+7a7’277 = \35 55
33 3 333

_
[3.] a distancia entre A e I, isto é, a norma do vector Al é dada por:

— 1 8 4

()6

» Qual a equacgdo da circunferéncia com centro em C = (a,b) e raio
R> 07

Essa circunferéncia é o conjunto dos pontos P = (z,y) cuja distancia a C
é constante e igual a R: d(P,C) = R. Como ambos os membros sdo positivos,
esta equacao é equivalente a |P — A||> = R? ou ainda:

(x—a)’+(y—b)? =R

» Calcular, no plano, a recta mediatriz do segmento que une A(x4,y4)
a B(zp,yB)-

A recta mediatriz do segmento AB é constituida por todos os pontos P(z,y)
que estao equidistantes de A e B:

P d(P,A) = d(P,B)
Uma vez que as distancias sdo nimeros positivos, isto é equivalente a:
(,y) ER*:  (z—wa)’+(y—ya)’ = (x—z5)°+ (y—yn)’
Calculando, vem que:
—2wAx+ 2% —2yay+ya = —2zpr+ap -2y +yp

ou ainda:
2p —za) T +2(ys —ya)y =7 +y5 — 5 — V4
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Tem pouco interesse obter a formula geral. Em cada caso fazem-se os célculos.

» Calcular, no espaco, o plano mediador do segmento que une
A(wa,ya,24) a B(zp,yB, 2B)-

Este é o plano que passa no ponto médio M do segmento AB, e é ortogonal
—
ao vector AB. Se P é um ponto qualquer desse plano, entao:

(P—M)-AB=0

Pondo P(z,y,z2), e como M = (””A'Z"””B, yA;yB, ZA§Z3)7 vem que:

rAa+ 2B YA +YB ZA + 2B o
T — Y — y 2 '(xB*xA’nyyAazB*ZA)*O
2 2 2
Depois de fazer os célculos obtem-se a equagao do plano mediador. Tem pouco
interesse obter uma férmula geral. Em cada caso fazem-se os célculos.



Capitulo 6

Sucessoes

6.1 Sucessoes

» O que é uma sucessao de nimeros reais?

E uma fungéo cujo dominio é N = {1,2,3,4,---}, o conjunto dos ntimeros
naturais, e que toma valores em R:

u : N — R

n — un)=u,
A imagem de n € N por u representa-se por u(n) ou, como é mais usual, por
Uy, € diz-se o termo de ordem n da sucessao u.
A sucessdo u representa-se frequentemente por (u,) = (u1, ug, us,- - ).

Exemplos:

e u, = (—1)". Neste caso, para n par a imagem é sempre constante e igual
1, enquanto que, para n impar a imagem é sempre constante e igual —1.

° U, = % Os primeiros termos da sucessao sao 1, %7 %7 i

1 1

—1)" . . ~ ~
(T)' Os primeiros termos da sucessao sao —1, 5, —3, i, —é,

® Up =

Erro frequente. Atencao!

Nao confundir a sucessdo (u,) com o conjunto dos seus valores {uy,,}. Assim,
por exemplo, a sucessdo u, = (—1)" é (-1,1,—-1,1,—-1,1,—1,1,---) enquanto
que o conjunto dos seus valores é {—1,1}.

65
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» Existe alguma maneira de visualizar melhor o que é uma sucessao
de ntimeros reais?

Outra maneira de pensar numa sucessdo (u,) é como uma sequéncia de
posicoes de um ponto que se desloca na recta real, de tal forma que:

no instante n = 1 ocupa a posicao u; € R
no instante n = 2 ocupa a posigdo us € R
no instante n = 3 ocupa a posicao ug € R
e assim sucessivamente. As posi¢des u, nao precisam de ser diferentes.

Exemplos:

e para a sucessao constante u, = 1 o ponto nunca muda de posigcdo - estd
sempre no ponto 1

n

e ji para a sucessdao u, = (—1)" o ponto muda alternadamente entre as

duas posigoes —1 e 1.

e para a Sucessdo u, = ~ 0 ponto move-se para a esquerda aproximando-se
n
cada vez mais de 0.

Clique no play nos applets seguintes:
APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

Existe ainda uma outra forma util de representar uma sucessao (uy,) - através
do seu grafico, isto é, o conjunto de pontos do plano R? com coordenadas (n, u,).
Clique no play nos applets seguintes:

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Quando é que uma sucessao é limitada superiormente? e inferior-
mente?

Superiormente quando todas as posicdes estdo para a esquerda de algum
numero L. Inferiormente quando todas as posigoes estdo para a direita de
algum ndamero /.

Quando a sucessao é limitada superiormente e inferiormente, diz-se apenas
limitada.

Simbolicamente:

e limitada superiormente quando IM € R : u,, < M, Vn € N.
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e limitada inferiormente quando 3m € R : u,, > m, Vn € N.

e limitada quando 3L € R: |u,| < L, Vn € N.

» Quando é que uma sucessao é crescente? e decrescente?

Crescente quando o ponto u, se move sempre para a direita, decrescente
quando se move sempre para a esquerda. Simbolicamente:

e crescente quando u, < uny1, Vn € N.

e decrescente quando u, > Un4+1, Vn € N.

Quando, em vez de < ou > temos desigualdades estritas < ou >, diz-se que a
sucessao é estritamente crescente ou decrescente, respectivamente.

» Como sei se uma sucessao é crescente?

A sucessio é crescente quando u, < u,i+1, Vn € N. Mas isto é equivalente

Up — Un+1 S 0
E isto que tenho que verificar se é valido Vn. Se todos os termos forem estrita-

mente positivos, entao u, < Up41 & % > 1, que é um critério muitas vezes
n
atil.

» Como sei se uma sucessao é decrescente?

A sucess@o é decrescente quando u, > u,+1, Vn € N. Mas isto é equivalente

Up — Un+1 > 0

E isto que tenho que verificar se é valido Vn. Se todos os termos forem estrita-

mente positivos, entdo u, > u,y1 & 2 < 1, que é um critério muitas vezes
"

, u
util.

» A sucessao u, = Z—i? é mondétona? e limitada?

n+6 (n+1)+6 5 S0 Yn
n+l (+)+1 7 (m+Dn+2) "7

Up — Unp4+1 =

Portanto u,41 < uy, Vn. O ponto move-se sempre para a esquerda e a sucessao
é pois estritamente decrescente.

Como:
n+6 1+32

n+l 141

6
<l4+-—-<7,Vn
n
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a sucessao ¢ limitada.

» O que é uma progressao aritmética?

Uma progressao aritmética é uma sucessio de nimeros reais (u,), em que
cada termo é obtido do anterior somando um ntmero fixo r € R, a que se chama
razao:

(A Ug =UL+T U3=Ug+T -+ Up =Up_1+T7T
Por outras palavras, uma sucessdo de nitimeros reais (u,) é uma progressao

aritmética se e s6 se a diferenga entre dois termos consecutivos é constante.
Esta constante r é razao:

Up —Up—1 =7 VneN

Exemplos:

Up =4+ "T_l é uma progressao aritmética de razao r = % porque:

-1 —-1)—-1 1
= (10 250) - (14 22021y

 on—1 .~ 2 ~ . Lis . .
U, = ;73 Nao ¢ uma progressao aritmética porque a diferenga entre dois

termos consecutivos nao é constante - depende de n.

» O que é uma progressao geométrica?

Uma progressao geométrica é uma sucessao de nimeros reais (u,,) nao nulos,
em que cada um é obtido do anterior multiplicando-o por um nimero fixo r # 0,
a que se chama razao:

Uy Ug = U1 T U3 =U2 T -+ Up = Up—1-T
Por outras palavras, uma sucessdo de ndmeros reais (u,) ndo nulos é uma

progressao geométrica se e sé se a quociente entre dois termos consecutivos é
constante. Esta constante r é razao:

tn_ =p VYneN

Un—1

Exemplos:

Uy = 31n é uma progressao geométrica de razao r = % porque:

1
Up, 3n 1

1
unfl 3n—1 3

U, = 2n? ndo é uma progressdo geométrica porque a quociente entre dois
termos consecutivos nao é constante - depende de n.
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» Como se calcula a soma dos n primeiros termos de uma progressao
aritmética de razao r # 07

U Uy = U] + T Uz = U + 71

Seja S, = a1 +us +usz+ -+ up—1 + u, a soma pretendida dos n primeiros
termos. Note que:

U1 = U

Uy = UL +T

us = us+r=u;+2r

ug = us+r=wu;+3r

Up = Up—1+r=u+(n—1r

Escrevemos agora a soma .S, de duas formas:

Sp=ur +uztug+ -+ Up_1+up

Sy = Up +Up_1 +Up_3+ - +us +u;

Somando termo a termo vem:

25, = (ur+up)+ (ug +up—1)+ -+ (up_1 +uz) + (up + 1)
= (uwrtuy)+w+r4+u, —7r)+-+ (up—r+ur+7r)+ (un +u1)
= (w1 +up)+ (i +up) + -+ (up +u1) + (un +ur)
= n(ur +uy)

Portanto:

Sn =n- Ul tun

Substituindo u, = u; + (n — 1)r, obtemos uma outra férmula para a soma:

Sy = nuy + 7 n("2_1)

» Como se calcula a soma dos n primeiros termos de uma progressao
geométrica de razao r (r #0,r #1)?

uy U = Uy T Uz = Ug "1
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Seja S, = uy + us +u3z + -+ + up—1 + u, a soma pretendida. Note que:

up = U
U2 = Up-T
U = U T =Ujp-" 7‘2
Ug = UIT =1UT" TS
Up = Up_q-T=1uy """
Consideremos agora a soma Sy,:
Sn = urtugtuztoc U1+ up

= up Frug +riug ety
= wuy +rug +riug ety

= w(l+r4+ri+- 4
Multipliquemos ambos os membros por r:
rS, :ul(r+r2+r3+~~~+rn)
e, finalmente, subtraimos membro a membro, para obter:

Sp=18n = w(l+r+r+- 4" ) —u(r+r?+rP 4+ 40"

= wu(l—7")

Portanto, como r # 1, vem:

» Calcule:
1+3+5+74+94+---4999

Trata-se da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética de
razdo r = 2. Mas a que é igual n? Como vimos, o ultimo termo é da forma
un = uy + (n — 1)r. Portanto:

999 =1+ (n—1)2 n = 500
Aplicando a férmula da soma vem:
n 1
Sy =n- % —500- 229 _ 550000

» Calcule:
1+2+44+8+16+32+---+512+ 1024
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Note que:
1424448416432+ --+51241024 = 1+ (24+4+8+16+32+---+5124+1024)

e as parcelas entre paréntisis formam a soma dos n primeiros termos de uma
progressao geométrica de razao r = 2. A que é igual n? Como vimos, o ultimo
termo é da forma w,, = u; - ¥~ L. Portanto:

1024=2-2""1 - 2"=1024=2" - n=10
Aplicando a férmula da soma vem:

1—r" 1210
=2 =2 =204
o 1—r 1-2 046

e a soma pretendida é pois igual a 2047.

» Numa circunferéncia de raio R inscrevo um quadrado. Neste
quadrado inscrevo uma circunferéncia, e nesta volto a inscrever um
quadrado. Prossigo sucessivamente desta forma para obter uma
sucessao de circunferéncias e quadrados, como se ilustra no applet.

Mostre que as areas dos circulos estao em progressao geométrica as-
sim como as areas dos quadrados. Qual é a soma dos n primeiros
termos de cada uma destas progressoes?

O primeiro circulo tem rea a; = mR?, o segundo tem raio igual a R cos 45° =

V2

2
5 ) . O terceiro tem raio igual a

R@ e portanto area igual a ay = TR? (
2 4
R% cos45° = R(@) e portanto 4rea igual a a3 = 7R? (@) , € assim
n
sucessivamente. O circulo de ordem n tem raio igual a R (@) e portanto

2n
rea igual a a, = TR? (?) .

—_

A sucessdo a, é uma progressio geométrica de razdo r = 1/2, uma vez que:
2(n+1
7'['R2 ﬁ (n+1)
Ap+1 - 2

an, R (g)zn )

O primeiro quadrado tem lado 2R cos45° = 2R§ = V2R e portanto tem
2
area by = 2R?, o segundo tem lado igual a 2R (@) e portanto area igual
3
a by = R?. O terceiro tem lado igual a 2R (g) e portanto area igual a
bz = R%/2, e assim sucessivamente. O quadrado de ordem n tem lado igual a

n+1
2R (@) e portanto area igual a b, = 2?—:.
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A sucessdo b, é também uma progressdo geométrica de razdo s = 1/2, uma
vez que:

R2
bpi1 w1
=2 —Z
by, anil 2

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Quando é que se diz que uma sucessao u, é convergente para um
numero real ¢/, quando n — co?

Quando por mais pequenino que seja o intervalo aberto centrado em ¢, todos
os termos da sucessdo estdo 14 dentro a partir de certa ordem. Simbolicamente:

lim, ,ou, =0 <= Ve>0 ImeN: |u,—{<e Yn>m

» Qual a menor ordem m a partir da qual todos os termos da sucessao
Uy = % estdo dentro do intervalo | — 0.01,40.01[?

1 1 1
—|<00l=—" & n>-7 =100 & n>m=101
n 100 o

Logo, para € = 0.01 a menor ordem m = 101, a partir da qual todos os
termos da sucesséo estdo dentro do intervalo | — ¢, €[, é m = 101.

Veja o applet seguinte. Comece por escolher um valor de € > 0 e veja qual
a menor ordem m a partir da qual todos os termos da sucessao u,, = % estao
dentro do intervalo | — €, €.

~ _ 1 _
» Como provo que a sucessao u, = ;- converge para ¢ = 0, quando
n— oco?

Mostrando que dado um € > 0 arbitrdrio, existe uma ordem m (que vai
depender de €) a partir da qual todos os termos da sucessdo estao dentro do
intervalo | — €, €[.

Seja entao € > 0 arbitrario. Entao:

1

n

1 1
<e & n>- & nzm:{}—l—l
€ €

onde [z] = maior inteiro inferior ou igual a  (por exemplo [1234.5678] = 1234).

Logo, dado um € > 0 arbitrario, existe uma ordem m = [5 + 1, a partir
da qual todos os termos da sucessdo estdo dentro do intervalo | — €, €[, isto é,
11 <e

n
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» Quando é que se diz que uma sucessao u, é divergente para +oo,
quando n — co?

Quando por maior que seja o nimero A € R, todos os termos da sucessao
estdo a direita de A, a partir de certa ordem. Simbolicamente:

lim, ooty =400 <= VAER dImeN: wu,>A VYn>m

» Quais as principais regras operatdérias com sucessées convergentes?

Se lim,, o0 p = a e lim, .o ¥y, = b, com a,b € R, entao:

o limy oo (T +yn) =a+b o limp oo (@n - yn) =a-b

o lim, ..o > =¢seb#0ey,#0

o lim, .o (xy —yn) =a—0 .

» Porque é que se diz que % € uma indeterminacgao?

Porque posso arranjar sempre duas sucessoes &, € ¥, ambas convergentes
para zero e tais que:
. Tn
lim —
=0 Y
ou nao existe, ou é infinito ou é igual a um dado (mas arbitrario) um nimero
real a. Nao é pois valido neste caso que o "limite do quociente seja igual ao
quociente dos limites", isto é:

LUy dimyou, 00,
lim = ———— = — nao é valido

n—00 Uy, lim, ,oov, O

Por exemplo, consideremos as sucessoes x,, = % e Yp = #, ambas conver-
gentes para zero. Entao:

1
Yn n2
lim — = lim 5~ = lim — =0
n—oo {L‘n n—oo — n—oo N,
n
enquanto que:
1
Ty =
lim — = lim 3 = lim n = +o0
n
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. 1 ~
Ja se, por exemplo, z, = ( —— entao
p (="
. n . . ~ .
lim — = lim —f— = lim (—1)" ndo existe
n— oo J,'n n— oo E n—oo

» Calcule os limites das sucessoes seguintes:

_ 2n+1 _ _n(n+2)
Loz, =52 3. xp, = CESHCES))
__ _10n an 1
2.z, = 2 4. x, = 2t

Solugoes:

] 2/3 2] 0 [3]1 [4] 1

» Como provo que uma sucessao u, crescente e limitada superior-
mente é convergente?

Uma prova plausivel:

1. como, por hipétese, u, é limitada superiormente, todos os termos estao
a esquerda de um certo M € R. M é pois um majorante do conjunto
U = {u,} dos termos da sucessdo. Claro que qualquer nimero maior do
que M continua a ser um majorante de U.

2. Intuitivamente deverd haver um majorante que é mais pequeno do que
todos os outros. Seja £ esse majorante (supondo que existe).

3. sendo ¢ o majorante mais pequeno do que todos os outros, entdo, qualquer
que seja € > 0, £ — € ja ndo pode ser majorante.

4. isto significa existe pelo menos um termo da sucessdo, digamos u,,, que
estd no intervalo ¢ — ¢, £].

5. ainda nao usdmos a hipdtese de u, ser crescente. Chegou a hora - como
u, € crescente, se n > m entao todos os termos sao maiores do que u,, €
portanto estdo também no intervalo |¢ — ¢, ¢].

6. provamos entdao que, dado € > 0 arbitrario, existe uma ordem m a partir
da qual todos os termos estdo no intervalo |¢ — ¢, /], e portanto também
no intervalo ¢ — ¢, £ + €[, o que significa que u,, — £.

A tnica coisa que fica em suspenso é o ponto 2. - ndo é de todo evidente que
U tenha um majorante mais pequeno do que todos os outros. Fica a discussao
para o curso de célculo...



Capitulo 7

Funcoes. Derivadas

7.1 Derivadas

» Dada uma funcao f: D CR — R, como se define a taxa média de
crescimento (ou de variacdo) de f num ponto a, interior ao dominio
de f?

a é ponto interior ao dominio D de f, se a pertence a um intervalo aberto
contido em D. Se h # 0 é suficientemente pequeno para que a + h € D, a
taxa média de crescimento ou taxa média de variacdao de f no ponto
a define-se por:

Aof(h) = f(a+h’2—f(ﬂ)

(depende de a e de h, portanto).

» Se f(x) = 221, qual a taxa média de variagdo de f no ponto a = 17

Como f(1) =12 —1 =0, entdo se h # 0:

JA+h)—f1) _ (Q+h)?-1-0_ 1+h+2h—1 h*+2h

Af= h = 5 5 W = h+2

» Dada uma funcgdo f: D CR — R, como se define a derivada de f
num ponto ¢ interior ao dominio de f

A derivada de f no ponto « é a taxa instantinea de variagao de f
no ponto a, isto é:

75



7. Fungodes. Derivadas 76

£'(a) = limp_o Aq f(h) = limy,_,o LeHR=1(@)

Pondo x = a + h, o que implica que h = = — a, e substituindo na defini¢ao
anterior, podemos dar uma outra forma a definicdo de derivada de f no ponto
a:

f’(a) - hmzﬁa f(x)—f(a)

r—a

uma vez que h — 0 & = — a.

» Se f(z) = 22 — 1, qual a derivada de f no ponto a = 1?

Como f(1) = 12 —1 = 0, vimos ja, se h # 0, Ayf = fath) 1)

h
(Hh)%l*o = h + 2. Portanto:

F(1) = Jim (b +2) =2

» Se f(z) = 222 — 3z + 1, qual a derivada de f num ponto qualquer

ze€R?
. +h) — f(z)
i I
F'(@) hl—% h
i 20 +h)??=3(x+h)+1— (222 -3z +1)
= a5 h
222 +4xh+2h? 32 —3h+1—222+ 3z — 1
= lim
h—0 h
. 4xh +2h% - 30
= lim —m———
h—0 h
= lim (4z +2h — 3)
h—0
= 4z -3

» Dada uma funcao f: D C R — R, suponha que existe a derivada
de f num ponto a, interior ao dominio de f. Considere os pontos
A(a, f(a)) e B(a+ h, f(a+ h)), com h # 0, ambos sobre o grafico de f,
e a recta que os une. Qual a equagao cartesiana desta recta?

Como se sabe da geometria analitica plana, a equacdo da recta que une os
pontos A(a, f(a) e B(a+ h, f(a+ h)) é
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fla+h)

y—f(a):m

(z —a)

' y = £(a) + Aaf(h) (z — )

Portanto o declive desta recta, isto é, a tangente do angulo positivo que esta
recta faz com a parte positiva do eixo dos zx, € igual a taxa média de variagdo
de f em a.

» Referindo-se a questao anterior, qual a posicao limite da recta ai
considerada, quando h — 07

Quando h — 0 a taxa média de variagdo de f em a, A, f, converge para a
taxa instantanea de variagdo de f em a, isto é, converge para a derivada f’(a)
de f em a (supondo que esta existe).

Portanto a recta que une A e B tem a posicdo limite que néo é mais do que
a recta tangente ao grafico de f no ponto A = (a, f(a)). A respectiva equagio
é obtida a partir da equacgao referida em , fazendo h — 0:

y = fla)+ f(a)(z —a)

Portanto o declive da recta tangente ao grafico de f no ponto
A= (a, f(a)), é igual a derivada f'(a) de f em a.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Se f(x) = 22 + 1, considere os pontos A(1, f(1)) e B(1+ h, f(1 + h)),
com h # 0, ambos sobre o gréafico de f, e a recta que os une.

Qual a equagao cartesiana desta recta? Qual a posicao limite dessa
recta , quando h — 07

A recta que une os pontos A(a, f(a) = (1,2) e B(a+ h, fla+h)) = (1 +
h,(1+h)?+1) é

fO+h) - f(1)

y:f(l)‘FT(x—a):Q_pw—Jrl*l

@)

isto é:
y=2+(h+2)(x—1)

Quando h — 0 esta recta tende para a posii¢do limite:

y=2+42(xz—-1)
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APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Se f(z) =222 — 3z + 1, qual a equagio da recta tangente ao grafico
de f no ponto A= (-1, f(-1))?

Como a = —1, f(a) = f(-1) =6e f'(-1) = 4o —3|,__, = —7, essa
equagao é
y=f-1)+f(-)(=+1)=6—-T(xz+1)

O declive desta recta é igual a derivada f/(—1) = —7.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Dada uma funcao f: D C R — R, suponha que existe a derivada
de f num ponto a. Em que sentido podemos afirmar que:

fla+h) = f(a) + f'(a)h ?

O sinal = significa "aproximadamente igual".

Considere o grafico de f e a recta tangente ao grafico de f no ponto A(a, f(a)).
Considere ainda os pontos seguintes:

e B=(a+h,f(a+h)) no grafico de f
e B' = (a+h,f(a) + f'(a) h) na recta tangente ao gréfico de f no ponto
A(a, f(a))
A diferenga das ordenadas destes dois pontos é igual a:

fla+h) —[f(a)+ f'(a) ]

e esta diferenca é cada vez mais pequena quanto mais préximo de 0 estiver o
"acréscimo"h. Neste sentido podemos pois dizer que o valor exacto f(a + h é
aproximadamente igual a f(a)+ f'(a) h, sendo esta aproximagio cada vez mais
precisa quanto mais pequeno é o valor de h:

fla+h)= f(a) + fi(a)h?
Mais concretamente: se definirmos o erro e(a; h) através da diferenca:

e(a;h) = fla+h) = [f(a) + f(a)h] ?
podemos dizer que:

limy, o €% = 0

Diz-se entao que o erro ¢(a;h) é um infinitésimo de ordem superior a h.

Deve observar bem a animacao "aproximacao".
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APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Se f(x) = 222 — 3, calcule um valor aproximado para f(1.005). Qual
o erro?

Fazemos a =1 e h = 0.005:

f(1.005) ~ f(1)+ (1) x 0.005
= —1+4x0.005
= —0.98

O erro é igual a:

e = ¢(1;0.005) = f(1.005) — (—0.98) = 0.00005

» Quais as principais regras operatérias com derivadas?

Suponhamos que u = f(z) e v = g(z) sdo duas fungdes derivaveis. Entao:

e A derivada da soma é a soma das derivadas:

(f+9)(x) = f'(z) + g'(x)

ou, com outra notagao mais simples:
(f+9) () = f'(z) + ¢'(z)

(utv) =u +0
e A derivada de um produto de duas fungoes é a derivada da

primeira vezes a segunda mais a derivada da segunda vezes a
primeira:

(f9)'(z) = f'(2)g9(x) + f(z)g' (z)

ou, com outra notagao mais simples:
(uwv) = u'v + w’
Em particular, se k € R for uma constante:

(ku) = ku
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e A derivada de um quociente:

/ ! . x /x
(f(r)) _ L@@@@ gy 2

g(z) g(x)?

ou, com outra notagao mais simples:

e A derivada de uma poténcia:

(f@)) =rf@) " f(x), reQ
ou, com outra notagdo mais simples:

(u") = ru" !

» Como se calcula a derivada de uma funcao composta?

Pela chamada regra da cadeia, que é sem davida a regra de derivagao mais
usada.

(fog)()) = f'(9(x))g (2)
ou, com outra notacao:

(wow) = (u' ov)v

A demonstracgao usual, que a seguir se reproduz, esti errada:

Suponhamos que f é derivavel em g(z) e g é deriviavel em x. Claro que
podemos escrever:

(fog)@+h)—(fog)l@) _ [flglx+h))—[flg(x)) glz+h)—g(z)

h glx +h) —g(x) h

Aparentemente se tomar os limites de ambos os membros, quando A — 0, obtem-
se o que se pretende - o primeiro membro tende para (fo)’(z) e o segundo para
fg(@)) - ().

No entanto hd um problema - o quociente g(z+h)—g(z), na primeira frac¢ao
do segundo membro, pode ser 0 mesmo, quando h # 0. Esta fracgdo pode por
isso ter um quociente nulo e, sendo assim, nao estd definida. H& pois que ser
mais preciso na demonstragdo, o que sera feito no curso de Calculo.

» Calcular as derivadas das fungoes seguintes
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3
o 1. f(z) = (%) o 4. k(z) =In(2%+1)
— o2 _
« 2 g(x) = V3r ¥ e 5 m(xr)=v2?—=x
2_g e 6. p(x) = e%
e 3. hiz)=¢e" """ :
Solugoes:
z—4)? r°—3x
L fi(x) = T85F, 2. g(@) = 52, 3 W(x)= (22 —3)e” ~°
x+1
2x dr— —e
4 K(x) = 5, 5 m/(z) = S%/T%m)w 6. p'(z) = =%z

» E verdade que uma funcao derivavel num ponto a é continua nesse
ponto? E o reciproco ?

E verdade:
diferenciabilidade — continuidade

Mas o reciproco é falso.

De facto, suponhamos que f é derivavel em a. Entdo, como h # 0:

fla+h) - f(a)

lim(f(ath)~ f(a) = Jim JOENZI
= hmw.hmh
h—0 h h—0
— fla)-0
=0

Portanto limp_o f(a + h) = f(a) o que significa que f é continua em a.

O reciproco é falso. Por exemplo, a fungéo f(x) = |z| é continua em a = 0
mas nao ¢ derivavel em a = 0.



Capitulo 8

Maximos e minimos com
calculo diferencial

» Problema 1. Calcule o rectingulo de drea maxima inscrito num
triAngulo dado, como se indica na figura 8.1.

» Dados

Um tridngulo AABC.

Um rectangulo variavel, inscrito no tridangulo dado, como se indica
na figura.

» Pede-se As dimensdes (comprimento e largura) do rectangulo de area
maxima inscrito no tridngulo dado.

» Resolugao:
» Escolha um referencial adaptado a resolugao do problema ... Na

figura 8.1 escolhemos um referencial com origem em A e com o eixo dos
xx contendo o lado AB.

» Escolha uma variavel x que determina univocamente a posicao
do rectangulo variavel inscrito no triangulo. :

x = AP = distancia do ponto A ao ponto P

» Experimentacao ... Desloque com o rato o ponto P, fazendo variar
desta forma o rectangulo inscrito, e observe o grafico da funcéo:

4/ (z) = 4rea do rectangulo inscrito, como fungdo dex = AP

82
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M Problema 1: calcular o rectangulo de area
: maxima inscrito no tridngulo ABC,
como na figura

PM=4rea do rectadngulo PQRS=12
Comprimento do rectangulo=4

Largura do rectdngulo=3

Figura 8.1: Problema 1

Tente adivinhar quais as dimensdes (comprimento e largura) do rectangulo
de 4rea maxima inscrito no tridngulo dado.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Calculos ... Resolva agora o problema, usando célculo diferencial, na
situacao concreta em que os vértices do tridngulo dado, sdo respectiva-
mente:

A=(0,0), B=(80), C=(66)

Resolucao do Problema 1. com calculo diferencial

e Escolha de um referencial adaptado

A =(0,0), B = (8,0), C = (6,6)
e Variavel : x = AP = abcissa do ponto P

e Largura do rectangulo :

A equagdo da recta AC é y = x. Portanto a largura do rectangulo é igual
a .
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e Comprimento do rectangulo :

A equagdo da recta CB é Y = —3(X — 8). Queremos a abcissa X do
ponto desta recta cuja ordenada é x. Calculamos:

x=-3(X—-28)
Resolvendo em ordem a X vem:
¥ _ 6x — 86x + 48

Portanto o comprimento do rectangulo é:

6m—8x+48_x_48—8x_8_§x
6 6 3

Note que é sempre positiva para 0 < x < 6.

e Area do rectangulo, como funcao de x :

4 4
o (x) = <8—3x)-x:8x—3x2

Note que é sempre positiva para 0 < z < c.

e Calculo da derivada &7/ (z) :

o' (x) =8 — 3%
e Calculo dos zeros da derivada :
, 8
%(x):S—gx:O & =3

N

Conclusao: Fazendo o estudo do sinal de &/’ 4 esquerda e a direita
de ¢/2 (faz esse estudo como exercicio), concluimos que o rectangulo
de drea maxima é aquele em que P = (3,0). O comprimento é 4
e a altura é 3. A 4area maxima é /(3) = 12. Nota que para este
rectangulo os vértices E e F sao os pontos médios dos lados AC e CB,
respectivamente.

» Problema 2. Entre todos os tridngulos rectangulos com a mesma
hipotenusa, calcule o que tem area maxima. Ver a figura 8.2.

» Dados
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14
12 - M ) A
L4 Problema 2: Entre todos os triangulos rectangulos
: com a mesma hipotenusa, calcular o
104 que tem area maxima
8 -

PM=area do tridngulo ABC=23.1

12 14 18 12 20 22

Figura 8.2: Problema 2

um valor fixo h para a hipotenusa dos tridngulos rectangulos.

Um tridngulo rectangulo variavel cuja hipotenusa tem comprimento
h.

» Pede-se o tridngulo de drea méaxima.

»Resolugao:

» Escolha de um referencial adaptado O vértice do tridngulo tem
que estar sobre uma circunferéncia cujo didmetro é h (sabe porqué?).

Escolhemos entao um referencial em que o eixo dos xx contem o didmetro
da circunferéncia que é também a hipotenusa do tridngulo rectangulo var-
iavel. Veja a fligura 8.2.

» Variavel escolhida

x = OP = abcissa do vértice C' do triangulo

» Experimentacao Desloque com o rato o ponto P, fazendo variar desta
forma o tridngulo rectdngulo, e observe o grafico da fungao:

A(z) = area do tridngulo como funcdo de x
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Tente adivinhar qual é o tridngulo de area maxima.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Calculos ... Resolva agora o problema, usando célculo diferencial, na
situag@o concreta em que a hipotenusa é igual a:

h =10

Resolucao do Problema 2. com calculo diferencial

Pée h = 10 e considera a circunferéncia de didmetro 10. O vértice C tem
que estar sobre esta circunferéncia (porqué?).

e Escolhe um referencial adaptado. Por exemplo, escolhe um referen-
cial como na figura - o centro da circunferéncia O = (5,0) e raio R = 5.

A equacédo da circunferéncia é:

(r—5)2+y*=25
e variavel : z = OP = abcissa do ponto P.

e Altura do tridngulo :

A equagdo da circunferéncia é (x — 5)% + 32 = 25 e portanto a altura do
tridngulo é:

95 — (z — 5)2
Nota que é sempre positiva para |z| <5
e Area do tridngulo :
A(z) =5-1/25— (z — 5)2
e Cailculo da derivada A'(x) :

—5(z —5)

V25— (z — 5)2

e Calculo dos zeros da derivada :

Al(z) =

A= —=E=5) g o aos

V25— (z-5)?



8. Maximos e minimos com calculo diferencial 87

25 4 Problema 3: De entre todos os tridngulos rectangulos
com a mesma area a dada, calcular aquele
em que a soma dos dois catetos € minima
M
20 A °
1. Comece por escolher
um valor fixo para a area a:
15 a =50
. e
2. Desloque o ponto B para obter
04 C os varios triangulos rectangulos
5 BM=soma dos catetos =20
o B
[ 5 10 15 20 25 30 35

Figura 8.3: Problema 3

Conclusao: Faz o estudo do sinal de A’ 4 esquerda e a direita de
x = 5 para concluires que o tridngulo de area maxima é aquele em
que C' = (5,5). Nota que este tridngulo é isdsceles.

» Problema 3. Entre todos os tridngulos rectangulos com a mesma

area igual a 50 cm?, calcular aquele em que a soma dos dois catetos é
minima. Ver a figura 8.3.

» Dados

o valor fixo 50 cm? - a 4drea comum a todos os tridngulos rectangulos
considerados.

Um tridngulo rectangulo variavel de area 50 cm?.

» Pede-se o tridangulo rectangulo cuja soma dos dois catetos é minima.

»Resolucgao:

» Escolha de um referencial adaptado Escolhemos um referencial como
na figura - o vértice A, correspondente ao angulo recto, como a origem das
coordenadas e os eixos contendo os catetos do tridngulo. Veja a figura 8.3.
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» Variavel escolhida

x = AB = o comprimento do cateto AB

» Experimentacao Desloque com o rato o ponto B, fazendo variar desta
forma o tridngulo rectdngulo, e observe o grafico da fungao:

A(x) = area do triangulo como fun¢io de z
Tente adivinhar qual é o tridngulo de area minima.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

Resolugao do Problema3. com calculo diferencial

e Escolha de um referencial adaptado

A =(0,0), B = (z,0)

e variavel : x = AB = abcissa do ponto B.

Altura do triangulo :
Como a area é conhecida e igual a 50, e como a area de um tridngulo é
igual a 3 (base x altura), deduzimos que:

100
altura=h = —
T

Soma dos comprimentos dos dois catetos :

_— = 1
S(a:):AB—l—AC’zac—l—ﬂ

e Calculo da derivada S'(x) :

100
e Calculo dos zeros da derivada :
100
S'(z)=1—— =0 z =10
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p =100
a0 M —_—

Problema 4: entre todos os rectangulos com o mesmo
perimetro igual a 100, qual o que tem
area maxima?

oW Area do rectangulo ABCD=625

AB=25

40 60 a0 100 120

Figura 8.4: Problema 4

Conclusao: O tridngulo
rectangulo de area igual a 50 cm?, em que a soma dos dois catetos é minima, é
aquele que é isosceles com comprimento dos catetos ambos iguais a 10 cm.

» Problema 4. De entre todos os rectangulos com perimetro igual
100 cm calcule aquele que tem area maxima. Ver a figura 8.4.

» Dados

o valor fixo 100 ¢m - o perimetro comum a todos os rectangulos con-
siderados.

Um rectangulo variavel de perimetro 100 c¢m.
» Pede-se o rectangulo cuja area é maxima.

» Escolha de um referencial adaptado Escolhemos um referencial como
na figura - o vértice A como a origem das coordenadas e os eixos contendo
dois dos lados do rectangulo. Veja a figura 8.4.

» Resolugao:

» Variavel escolhida

x = AB = o comprimento do lado AB
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» Experimentacao Desloque com o rato o ponto B, fazendo variar desta
forma o rectangulo, e observe o grafico da fungao:

o/ (x) = area do rectangulo ABC'D, como fungao de x
Tente adivinhar qual é o rectdngulo de area maxima.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

Resolugao do Problema 4. com calculo diferencial

e Escolha de um referencial adaptado

A= (070)3 B = (IIZ,O)
e variavel : x = AB = abcissa do ponto B = comprimento do rectangulo.

e Largura / do rectangulo :

Como o perimetro é conhecido e igual a 100, e como esse perimetro é igual
a 2x (comprimento + largura), deduzimos que:

2 x (z+¢) =100

donde se tira ao valor da largura:
largura = ¢ =50 — z
e Area do rectangulo :
& (z) = comprimento x largura = z - (50 — ) = 50z — z*
e Cailculo da derivada &'(x) :
o' (x) =50 — 2z
e Cailculo dos zeros da derivada :

A'(x)=50—2x=0 & x=25
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164 Problema 5: Entre todos os tridngulos em que
dois dos lados tém comprimentos
fixos a e b, calcular o que tem area
maxima.

1. Comece por escolher o comprimento a=|AB|
a=10
M —
2. Escolha agora o comprimento b=|AC|
b=6
B

3. Varie o ponto P, sobre o lado AB,
para obter o tridngulo variavel.

PM=area do tridngulo ABC=27

Figura 8.5: Problema 5

Conclusao: Entre to-
dos os rectangulos com perimetro 100 o que tem area maxima é o quadrado de
lado 25. A sua &rea é 625 cm?.

» Problema 5. Entre todos os triangulos em que dois dos lados tém
comprimentos iguais a 8cm e a 6 cm, respectivamente, calcule aquele
que tem area maxima. Ver a figura 8.5.

» Dados

os valores fixos, 8 cm e 6 ¢cm, respectivamente, do dois dos lados de
um tridngulo variavel.

» Pede-se o tridngulo cuja area é maxima.

»Resolugao:

» Escolha de um referencial adaptado Escolhemos um referencial como
na figura - o vértice A como a origem das coordenadas e o eixo do xx con-
tendo o lado AB do triangulo. Veja a figura 8.5.

» Variavel escolhida

—
0 = angulo que o vector AC faz com a parte positiva do eixo dos xx
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» Experimentacao Desloque com o rato o ponto 6, sobre o selector,
fazendo variar o angulo 6, e portanto o tridngulo, e observea o grafico da
funcao:

o (x) = area do tridngulo ABC, como fun¢ao de 0

Tente adivinhar qual é o tridngulo de area maxima.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

Resolugao do Problema 5. com calculo diferencial

e Escolha de um referencial adaptado Suponha que o lado de com-
primento 8 é o lado AB e escolha um referencial tal que:

A=1(0,0), e B=(8,0)

e variavel : suponha agora que o lado de comprimento 6 é o lado AC. O
vértice C' tem pois que estar sobre uma circunferéncia de raio 6 centrada
em A. Como varidvel escolhemos por exemplo:

—
0 = angulo que o vector AC faz com a parte positiva do eixo dos xx

E claro que basta considerar os valores de 6 entre 0 e 7:
O<b<m

Veja a figura.

e Altura h do triangulo :

altura=h =6 -sinf

e Area do tridngulo :
1 .
A (0) = ibase x altura = 24 - sin 0
e Calculo da derivada «7'(z) :

'(0) =24 - cos O
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Problema de Euclides: calcular o paralelogramo
de area maxima inscrito num tridngulo
dado ABC, como se indica na figura.

PM=area do quadril atero PQRA=15

Figura 8.6: Problema 6. Problema de Euclides.

e Calculo dos zeros da derivada :

A'(0) =48 -cosf =0 & 0=m/2

(é claro que basta considerar os valores de 6 entre 0 e 7).

Conclusao: Entre to-
dos os tridngulos em que dois dos lados tém comprimentos iguais a 8cm e a
6 cm, respectivamente, o que tem area méaxima é o tridngulo rectangulo. A sua
drea é 24 cm?.

» Problema 6 [Problema de Euclides]. Calcule o paralelogramo de

area maxima inscrito num tridngulo dado, como se indica na figura
??

» Dados

Um triangulo AABC.

Um paralelogramo varidvel, inscrito no tridngulo dado, como se indica
na figura.

» Pede-se As dimensoes do paralelogramo de drea méxima inscrito no
tridngulo dado.

»Resolucgao:
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»Escolha um referencial adaptado a resolugao do problema ... Na
figura escolhemos um referencial com origem em A e com o eixo dos xx
contendo o lado AB.

»Escolha uma variavel © que determina univocamente a posicao
do paralelogramo variavel inscrito no triangulo. :

x = AP = distancia do ponto A ao ponto P
» Experimentacao ... Desloque com o rato o ponto P, fazendo variar

desta forma o paralelogramo inscrito, e observe o grafico da fungao:

4 (x) = 4rea do paralelogramo inscrito, como fungio dex = AP

Tente adivinhar quais as dimensées do paralelogramo de &rea méaxima
inscrito no tridngulo dado.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Calculos ... Resolva agora o problema, com calculo diferencial, na
situacdo concreta em que os vértices do triangulo dado, sdo respectiva-
mente:

A=(0,0), B=(10,0), C=(6,6)

Resolucao do Problema 6. com calculo diferencial

Escolha de um referencial adaptado

A =(0,0), B = (10,0), C = (6,6)
Variavel :
x = AP = abcissa do ponto P = comprimento do paralelogramo

Basta considerar valores de x entre 0 e 10: 0 < x < 10.

Altura do paralelogramo :

A equagdo da recta BC' é:
y= *g(m —10)

Portanto a altura do rectdngulo é igual a h = 2(10 — z). Repare que é
sempre positiva uma vez que 0 < z < 10.
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M
°
15 g ; ;
Problema de Héron: considere dois pontos A e B no

mesmo lado de uma recta r. Calcular
a posigao do ponto P de r, para o qual
|AP|+|PB| & minimo.

10

B
N 2 S
¢ PM=AP+PM=AP+PB=16
a
5 a 5 10 15 20 25

Figura 8.7: Problema 7. Problema de Héron.

e Area do c, como fungao de x :

3 3
&/ (x) = compriemnto x altura = x - 5(10 —1z) =152 — 51:2

e Calculo da derivada «7'(z) :

'(z) =15 — 3z

e Calculo dos zeros da derivada :
d'(x)=15-3x=0 & z=5

Conclusao: Fazendo o estudo do sinal de A’ 4 esquerda e a direita
de ¢/2 (faz esse estudo como exercicio), concluimos que o paralelo-
gramo de area méaxima é aquele em que P = (5,0) - o ponto médio
do lado AB. O comprimento é 5 e a altura é 15/2. A area maxima é
o/ (5) =75/2.

» Problema 7 [Problema de Heron]. Considere dois pontos A e B
no mesmo semiplano determinado por uma recta r, como se indica
na figura. Considere agora um ponto P € r, variavel sobre a recta r,
e calcule a posicao deste ponto P para a qual a soma das distancias
AP + PB é minima. Ver a figuraproblema?.
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» Dados

dois pontos A e B no mesmo semiplano determinado por uma recta
r.

um ponto P € r, variavel sobre a recta r, como se indica na figura.

» Pede-se a posi¢do do ponto P para a qual a soma das distancias
AP + PB é minima.

» Resolugao:

»Escolha um referencial adaptado a resolugao do problema ... Na
figura escolhemos um referencial com o eixo dos xx igual a recta r e o eixo
dos yy passando pelo ponto A.

»Escolha uma variavel © que determina univocamente a posicao
do ponto variavel P. :

x = OP = abcissa do ponto P

» Experimentacao ... Desloque com o rato o ponto P, fazendo variar

desta forma a soma das distancias S(P) = AP + PB, e observe o grafico
da funcgao:

S(z) = soma das distancias AP + PB como funcio dex = OP

Tente adivinhar qual é a posi¢do do ponto P para a qual a soma das
distancias S(P) = AP + PB é minima.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Calculos ... Resolve agora o problema, com calculo diferencial, na
situacao concreta em que:

A=(0,4), B=(10,8)
Resolugao do Problema 7. com calculo diferencial

e Escolha de um referencial adaptado

A=(0,4), B =(10,8), rectar:y =20
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Variavel :

xz = OP = abcissa do ponto P

Soma das distancias S(P) = AP + PB, como fungio de z :

S(x) = AP+ PB
= Va+a24+ /641 (10 - 2)2

Célculo da derivada S'(x) :

2x —2(10 — x)

= +
2V4A+22  2,/64+ (10 — x)?

Calculo dos zeros da derivada :

§'()

x —(10 — x)
S'(x) = + =0
@) Va+a2 /644 (10 — z)2
& 32 +4r-20=0

< x=-10/3ouz =2

— Para z = —10/3 obtemos o ponto P = (-10/3,0) e a soma das
distdncias AP + PB é, neste caso, igual a:

— Para z = 2 obtemos o ponto P = (2,0) e a soma das distancias
AP + PB é, neste caso, igual a:

Conclusao: Fazendo o estudo do sinal de S'(z) & esquerda e a
direita de z = —10/3 e & esquerda e a direita de x = 2 (faz esse estudo
como exercicio), concluimos . As duas solugdes correspondem as duas
solugbes geométricas representadas nas figuras seguintes:

» Problema 8. Considere dois pontos A e B no mesmo semiplano
determinado por uma recta r, como se indica na figura. Considere
agora um segmento [PQ] de comprimento fixo, mas que se desloca
sobre a recta r, e calcule a posicao do ponto P para a qual a soma
das distancias AP + QB é minima. Ver a figura 8.8.

» Dados
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1=4
304 -
254
»M Problema 8: Considera dois pontos A e B no mesmo semiplano
204 determinado por uma recta r, como se indica na figura.
Considera agora um segmento [PQ] de comprimento fixo I,

. mas que se desloca sobre a recta r. Calcula a posi¢ao do

* ponto P para a qual a soma das distancias AP + QB é minima.

B

104

- LA o

54 AP+QB=21.9

0 P

0 5 10 15 20 25 3|D 35 40 45 al

Figura 8.8: Problema 8.

dois pontos A e B no mesmo semiplano determinado por uma recta
T

um segmento [PQ] de comprimento fixo, mas que se desloca sobre a

recta r, como se indica na figura.

» Pede-se a posi¢do do ponto P para a qual a soma das distancias
AP + @B é minima.

»Resolugao:

»Escolha um referencial adaptado a resolugao do problema ... Na
figura escolhemos um referencial com o eixo dos xx igual a recta r e o eixo
dos yy passando pelo ponto A.

» Escolha uma variavel x que determina univocamente a posicao
do ponto variavel P. :

x = OP = abcissa do ponto P

» Experimentacao ... Desloque com o rato o ponto P, fazendo variar

desta forma a posi¢ao do segmento [PQ] e, portanto, a soma das distancias
AP + @)B, e observe o grafico da fungao:
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5]
(5]

Problema de Kepler: calcula o rectangulo de area
maxima inscrito numa circunferéncia dada,

como se indica na figura

(=)
o
[
(=]
-
o

-30

'
[
h

Figura 8.9: Problema 9. Problema de Kepler.

S(x) = soma das distancias AP + @B como funcio dex = OP

Tente adivinhar qual ¢ a posi¢do do ponto P para a qual a soma das
disténcias S(P) = AP + @B é minima.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Calculos ... Resolve agora o problema, com célculo diferencial, na
situacao concreta em que:

A=(0,5), B = (20,10), m: 4

» Problema 9 [Problema de Kepler]. Calcule o rectangulo de &rea
maxima inscrito numa circunferéncia dada, como se indica na figura
8.9.

» Dados

Uma circunferéncia.
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Um rectangulo varidvel, inscrito nessa circunferéncia, como se indica
na figura.

» Pede-se As dimensoes (comprimento e largura) do rectangulo de area
maxima inscrito na circunferéncia dada.

»Resolucao:
»Escolha um referencial adaptado a resolugao do problema ... Na
figura escolhemos um referencial com origem em O, o centro da circunfer-
éncia.

»Escolha uma variavel x que determina univocamente a posigao
do rectangulo variavel. :

2 = abcissa do vértice A do rectangulo varidvel

» Experimentacao ... Desloque com o rato o ponto P, fazendo variar
desta forma o rectdngulo inscrito, e observe o grafico da fungao:

o (z) = 4rea do rectangulo inscrito, como fungio dex = OP

Tente adivinhar quais as dimensdes (comprimento e largura) do rectangulo
de area méaxima inscrito.

APPLET <www.fc.up.pt/cmup/apoiomat>

» Calculos ... Resolve agora o problema, com calculo deiferencial, na
situag@o concreta em que a circunferéncia tem raio R = 10 cm.

Resolugao com calculo diferencial

e Escolha de um referencial adaptado

A=(0,4), B = (10,38), rectar:y=0

e Variavel : -
x = OP = abcissa do ponto P

e Soma das distancias S(P) = AP + PB, como funcéo de z :

S(x) — AP+ PB
= VA+22+ 64+ (10 — )2
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e Cilculo da derivada S'(x) :

2 —2(10 — z)

S'(x) = +
N e AN ey o

e Calculo dos zeros da derivada :

—(10 — )

Slx — x + ( :0

(@) Vi+a? /644 (10 — z)?
o 32442 -20=0

< x=-10/3oux =2

— Para = —10/3 obtemos o ponto P = (—10/3,0) e a soma das
distdncias AP + PB é, neste caso, igual a:

— Para © = 2 obtemos o ponto P = (2,0) e a soma das distancias
AP + PB é, neste caso, igual a:

Conclusdo: Fazendo o estudo do sinal de S’(z) & esquerda e a
direita de z = —10/3 e &4 esquerda e a direita de = = 2 (faca esse estudo
como exercicio), concluimos. As duas solugdes correspondem a duas
solugoes geométricas, como pode ser comprovado como exercicio.



Capitulo 9

Linguagem. Provas

9.1 Linguagem. Provas

O aluno que inicia estudos matematicos no ensino superior, sobretudo em cur-
sos com forte componente Matemaética, tem, em geral, grande dificuldade em
compreender e escrever provas matemaéticas. Isto deve-se, na minha opinido,
ao facto de que o ensino da Matemaética a nivel secundério, omitir quase por
completo a estrutura tedrica subjacente, sendo pouco mais do que um amontado
atabalhoado de resultados sem encadeamento logico, precario de ideias, nao se
percebendo qual o fio da meada.

Ao pretender que o aluno desenvolva uma pretensa aprendizagem pela de-
scoberta, ao mesmo tempo nao lhes facultando os meios tedricos para tal, caiu-se
no ridiculo de formar alunos que conhecem conceitos tao nobres como a razao
de ouro, numeros de Fibonnacci e outra maravilhas que tais, mas revelando
caréncias dificeis de imaginar, cometendo erros inaceitaveis em operagoes ele-
mentares de aritmética ou calculo algébrico, para além de uma grande inaptidao
para compreenderem algoritmos e/ou raciocinios 1égico-formais.

Para agravar a situagao, estimula-se insistentemente o calculo com recurso a
calculadora, transformando a Matemaética numa ciéncia experimental, validada
com um mero olhar de relance para o ecran de uma méaquina. Desapareceu o
tempo de reflexdo, a escrita manual com papel e lapis, o prazer do desenho da
simbologia e das expressoes com inegavel beleza estética, tao caracteristicas da
Matemaética.

Neste contexto, provocado por alguns iluminados que ainda detém a possibil-
idade de decidir, diga-se, de forma doentiamente instavel, sobre os contetidos do
ensino secundario, os professores de Matematica continuam ser uns verdadeiros
heréis, a eles cabendo o exclusivo mérito de ainda conseguirem preparar alguns
alunos de inegavel talento.

O aspecto formal da Matematica, neste momento, esta pois reduzido a uma

102
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expressao quase insignificante! E, no entanto, é exactamente através do seu
contetido abstracto (axiomas, teoremas, teorias) que a Matemética

e estimula diversos modos de pensamento, ao mesmo tempo versateis e po-
tentes

e desenvolve o raciocinio légico e dedutivo e as capacidades de generalizagao
e abstracgao

e permite a modelacao de situagoes reais e, através do seu potencial de repre-
sentagao simbdlica (férmulas, equagdes, gréficos), facilita a sua simulagao,
medigao e controlo

e desenvolve a capacidade de formular e resolver problemas de forma precisa,
conduzindo rapidamente ao calculo, controlo, decisao e resultados

e desenvolve a criatividade, a versatilidade de adaptacdo a novas situagoes
e superacao de novos desafios

e desenvolve a capacidade de comunicar de forma clara e ndo ambigua.

Que fique claro que nao se esté, de forma nenhuma, a negar o papel impor-
tante da intui¢do na compreensao dos conceitos, nem a utilidade das ferramentas
de calculo numérico ou algébrico, nem a importancia educativa das aplicagoes
(sérias e ndo ridiculamente trivializadas ou preguicosamente fabricadas!). O
que nao se pode é sacrificar, em nome de nenhuma dessas coisas, o papel da
abstraccao e formalismo, sem os quais o resto nao faz qualquer sentido.

E por tudo isto que o aluno do ensino superior deve dar uma grande im-
portancia a compreensao das demonstragoes, desde logo nos primeiros cursos de
Célculo, Algebra Linear, Geometria, etc. Neste sentido o aluno deve contrariar o
equivoco da moda de que é apenas através das aplicagoes, ou de intui¢des, muitas
vezes superficiais, que se consegue ter sucesso na aprendizagem da Matemaética.
Compreender a estrutura de uma demonstracdo e, mais importante, conseguir
desenvolver a capacidade de construir as suas proprias demonstracoes, é certa-
mente um dos aspectos mais formativos da Matematica.

H4 outro factor decisivo para o sucesso na aprendizagem da Matematica -
adoptando uma frase célebre 5% de inspiracio e 95% de transpirag¢do. Por isso
AO TRABALHO.

Nesta area vamos dar algumas indicagées que esperamos possam vir a ser
lteis para as disciplinas que agora inicia.

QED= quod erat demonstradum (como querfamos demonstrar).

» O que é uma proposicao?

E uma afirmacdo ou declaracdo que é ou verdadeira (V') ou falsa (F) (e
nunca as duas coisas ao mesmo tempo). O seu “valor l6gico” é pois V ou F.
Usamos as letras P, Q, R, ... para designar proposicoes.
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Exemplos:

Sao exemplos de proposigoes:

O mundo acabard na proxima segunda-feira.

V2> 1.

Néo hd nenhum nimero primo maior que 21000000,

A soma dos angulos internos de um triangulo € igual a 180°.

Todo o numero inteiro é par.
Mas as frases seguintes nao sao proposigoes:

Que horas sao?
Vai-te embora!
% > 8.

a? +b? =2

As duas ultimas nao s@o proposi¢cdes porque nao sabemos o que é x, nem

a,bou c.

» Quais sao as principais operagoes que permitem combinar ou mod-

ificar proposicoes?

De facto, tal como em aritmética existem operagdes que permitem combinar
ou modificar nimeros, tais como +, X, etc, em logica existem operagdes que

permitem combinar ou modificar proposi¢oes. As principais sdo:

e nao - Se P é uma proposicado, escreve-se simbolicamente ~ P para a

proposicdo nao P.

e ¢ - Se P e Q sao duas proposigoes, escreve-se simbolicamente P A Q para

a proposicao Pe Q.

e ou - simbolicamente PV Q designa a proposicao P ou Q.

e se ... entao - simbolicamente P = Q designa a proposi¢ao se P entao Q.

Também se 1&é P implica Q.

Note que pode nao ser muito evidente a traducao destas operacoes usando

linguagem comum. Por exemplo, qual é a negagao da proposigao:
“todos os triangulos sao equildteros” 7
Uma resposta comum é:

nenhum triangulo é equildtero
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o que esta errado! De facto a resposta certa é, como veremos, existe pelo menos
um tridngulo que ndao é equildtero.

» Qual o valor légico da proposicao ~ P, como funcao do valor légico
de P?

Por palavras: ~ P ¢ verdadeira quando P € falsa, e é falsa quando P ¢é
verdadeira.

Numa tabela:

(P ~P]

F
A%

» Qual o valor légico da proposicao P A Q, como funcao dos valores
légicos de P e Q7

Por palavras: Uma proposicao do tipo P N\ Q é verdadeira quando, e apenas
quando, ambas as proposicoes, P e Q, o forem. Dito de outro modo, a proposi¢do
P AQ € falsa quando, e s6 quando, pelo menos uma das proposicées P ou Q for
falsa.

Numa tabela:

[P ]

[PAQ]

PlQ
VIV
V|F
F|V
F|F

o<

» Qual o valor légico da proposicao PV Q, como funcao dos valores
légicos de P e Q7

Por palavras: Uma proposicio do tipo PV Q é wverdadeira quando, e s
quando, pelo menos uma das proposicées, P ou Q, o forem. Dito de outro
modo, a proposiciéo PV Q € falsa quando, e apenas quando, as proposicoes P e
Q forem ambas falsas.

Numa tabela:

[P ]

[PVvQ]

< 1 <[
<< <

P
\%
\%
F
F
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» Qual o valor légico da proposi¢cao P = Q, como fungao dos valores
légicos de P e Q7

Por palavras: Uma proposicao do tipo “P — Q7”, que traduz o facto de
a validade de P implicar a validade de Q, € falsa quando e apenas quando a
proposi¢ao P for verdadeira mas Q nao o for.

Numa tabela:

(Pl1Q][P=Q]
VIV] Vv
V|F| F
FIV| Vv
FIF| v

» Quando é que duas proposicoes P e Q sao equivalentes do ponto
de vista légico?

Quando P = Q e Q < P. Por outras palavras, quando P e Q tém o
mesmo valor l6gico. Nesse caso escreve-se P < Q. A tabela de valores l6gicos
é obviamente:

(PlQPe9]|
VIV V
V|F| F
FIV| F
FIF| Vv

Por palavras: P < Q ¢ verdadeira quando P e Q sdo ambas verdadeiras ou
ambas falsas, e € falsa quando uma das proposicoes P ou Q € verdadeira e a
outra falsa.

» Como posso provar a proposicao:
. . ~ 2 z bé ?
(se n é um ndmero par entao n? é também par) 1

Antes do mais, eu devo ter uma defini¢cdo precisa do que é um ntumero par.
Como é sabido, é um niimero da forma 2k para algum inteiro k. Simbolicamente:

n é par quando e apenas quando (ouse esé se) Ik € Z: n =2k
Sei agora exactamente o que devo provar: supondo que n é da forma 2k para

algum inteiro k£ quero provar que n? é também da forma 2m para algum inteiro
m. Toda a gente é capaz de escrever a prova:
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e se n é par, isto é, se dk € Z: n =2k entao:

n? = (2k)* = 4k* = 2- (2k?)
N——

m

e Logo 3m € Z: n? =2m. De facto m = 2k? é um inteiro.

e Portanto n? é par QED.

» O que sao os quantificadores universais?

Sao as expressoes:

e todo(s), ou para todo(s). Simbolicamente ¥

e existe, ou existe pelo menos um. Simbolicamente 3

» Como nego as proposicoes seguintes:

Ve €S P(x)é valida, abreviadamente Vz e S, P(zx)

dr € S tal queP(z)é valida, abreviadamente 3z € S: P(x)?

Por palavras: a negacdo de (para todo o x € S, é vélida a proposi¢ao P(z))
é (existe pelo menos um z € S tal que a negagdo de P(z) é valida).

Por palavras: a negacdo de (existe pelo menos um z € S tal que P(zx) é
valida) é (para todo o z € S, é valida a negacao de P(x)).

Simbolicamente:

~WMzesS, P)e 3rxesS:~P(x))

~FzxeS:P)e VeesS, ~Px)

Exemplos:

Afirmacao: (todas as magas sdo verdes). Negacdo: (existe pelo menos uma
maga que nao é verde).

Afirmagdo: (Vx € R: f(x) > 5). Negacdo: (Jz € R: f(z) < 5).
Afirmagao: (Jy > 0: 0 < g(y) <1). Negagao: (Vy >0: g(y) <0Vg(y) >1).
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Afirmagdo: Ve > 0,3Im € N:Vn > m: |z, — 1| < e. Negagdo (Je > 0 :~ P(e)),

P(e)
isto é:

Je>0:YmeN,In>m: |z, — 1] >¢€

» Qual o significado das seguintes proposigoes:
(VneZ)(FkeZ): n=2k
EneZ)(ZkeZ): n=2k ?

A primeira diz que todo o inteiro n € par - proposicao falsa, é claro!

A segunda diz que eziste um inteiro n que é par - proposicdo verdadeira, é
claro!

» Como mostro que:

~P=9Q) & PA(~Q?

Por exemplo, construindo uma tabela de valores 16gicos e confirmando que
P e Q tém sempre o mesmo valor logico:

([P]Q][~Q[P=Q[~P=>9 [P \~Q]|
V|[V] F \% F F
V|F| V F \Y% \Y%
F|V| F \% F F
F | F A\ A\ F F

Portanto a negacio de “se P entao Q7 é equivalente a “P e nao Q.

» Como mostro que:
~(PAQ) & (~P)V(~Q)
~(PVQ) & (~P)A(~Q)7

Cosntruindo uma tabela de valores l6gicos, como na questdo anterior (faca
isto).
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» Negue a proposicao seguinte:

Yn € Z, se n é par entdo n? também é par

Usamos ~ (P = Q) << P A(~ Q). Para isso, isolemos as proposicoes
que constituem a proposi¢do dada:

Vn €Z, se népar entdo n?também é par
——
P(n) Q(n)

Mas P(n) < (n é um inteiro par) < 3k € Z : n = 2k, e analogamente
Q(n) & (n? é um inteiro par) < Im € Z: n = 2m.

A proposicao dada pode pois ser posta na forma simbdlica:

(Vn € Z) (P(n) = Q(n))
Vamos nega-la:
~ ((vn € Z) (P(n) = Q(n)))

usando a regra para negar um V vem:

(BneZ)~ (P(n)= Qn))

(a negagdo de "todas as magds sao verdes" é "existe uma magd que nao € verde
). Usando agora a questao anterior vem:

(@n € Z) (P(n)A ~ Q(n))

que é a negagdo da proposicdo dada.

Por palavras: 'existe pelo menos um inteiro n que é par € cujo quadrado
nao € par"

Claro que esta proposicao é falsa por ser a negacao da proposicdo dada que
sabemos ja ser verdadeira.

» E verdade que f(n) =n?+n+ 17 é um niimero primo, Vn € N?

Os primeiros ntimeros so:
f(1)=19; f(2)=23; f(3)=29; f(4)=37; ... f(8) =89; ... f(12) =173

De facto, para ja sdo todos primos. Serd que estd provado? E claro que néao.
Verificamos apenas para alguns e ndo para todos. Infelizmente este continua a
ser um erro comum - tomar a parte pelo todo.

Se P(n) designa a proposicio (n?+n -+ 17 é primo), o que pretendo provar
é que:
Vn e N, P(n)
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O que se mostrei até agora é que:
In €N, P(n)
(por exemplo, n = 1,2,3...). Como posso provar que a afirmacao Vn, P(n) é
falsa? Mostrando que existe pelo menos um n tal que n? +n -+ 17 ndo é primo,
isto é, exibindo um contraexemplo. De facto, para n = 17:
172 +174+17=17-19
nao é primo, e a afirmacao é pois falsa.

» Que outras expressoes equivalentes sdo usadas em Matematica
para:

P=07

se P entao Q@ Q é valida desde que P o seja

P implica Q Q é valida sempre que P o seja
P sé6 se Q P é uma condicao suficiente para Q
Qse P Q é uma condicao necessaria para P

Na proposigdo (se P entdao Q), P diz-se a hip6tese (ou o antecedente),
e Q a tese (ou o consequente, ou ainda, a conclusdo). A hipdtese é pois aquilo
que é assumido e a tese aquilo que se pretende provar.

» Identifique a hipodtese, e a tese de cada uma das proposigoes
seguintes:

(a). se n é um inteiro, entao 2n € par.
(b). posso dar aulas sé se tiver uma licenciatura.
(¢). o carro nao funciona sempre que nao tenha gasolina.

d). continuidade é uma condicio necessaria para diferenciabilidade.

As proposicoes sao equivalentes as seguintes:
(a). se m é um inteiro, entdo 2n é par.

(b).

(c). se o carro nao tiver gasolina entdo nao funciona .
d).

(d). diferenciabilidade implica continuidade, ou se uma fungao for diferen-
ciavel entao é continua.

se posso dar aulas entao tenho uma licenciatura.

A proposic¢io anterior permite agora identificar a hipdtese e a tese. Note que
as afirmacoes pode ser falsas ou verdadeiras.
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» Como posso provar que uma proposicao do tipo:
P=0Q

é verdadeira?

Por dois processos:

e directamente: suponho que P é verdadeira e provo que entdo Q também

3

O e.

e por reducao ao absurdo: suponho que Q é falsa e provo que entdao P
também o é. Como? - em geral derivando uma "contradi¢do" ou um
"absurdo", isto é, algo incompativel com a veracidade de P.

Uma prova directa para uma implicacdo do tipo P = Q é constituida por
uma cadeia de argumentos que, partindo da suposicao que a hipotese P é ver-
dadeira, permitem concluir a veracidade da tese Q. Esses argumentos consistem
de:

e definicoes
e afirmacdes e axiomas que sdo aceites como verdadeiros
e teoremas que previamente foram demonstrados

e afirmacbes que sdo logicamente implicadas por outras anteriormente de-
monstradas durante a prova

E claro que factores como experiéncia, maturidade, paciéncia, intuigao,
criatividade, imaginagao e ...... sorte, sdo decisivos!

» Usando o método de reducao ao absurdo como provo que:

/2 é um nuimero irracional ?

Note que isto pode ser posto na forma se ... entao ... - se v/2 é um niimero
entio /2 é irracional. Suponho que V/2 é um ntimero racional e derivo uma
contradicdo ou um absurdo.

Mas o que é um nimero racional? - ¢ um numero da forma 7 com m,n €
Z,n # 0. De facto, e este é um elemento essencial na prova, podemos sempre
supor que a fracgao 2 é irredutivel, isto é, que nao existe qualquer inteiro # 1
que divide simultdneamente m e n.

Agora a prova prossegue sem dificuldade:
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1. suponho que v/2 é um ntmero racional, isto é:

Va="

n

com m,n € Z, n # 0 e a fraccio 7 irredutivel.

2. entdo 2 = ’7’;—22 e portanto:
m?=2n?> (*)
o que significa que m? é par.

3. m? sendo par, m também tem que ser par. Porqué? porque se m fosse
fmpar também m? o seria (prove isto).

4. logo existe um inteiro k € Z tal que:

m = 2k

5. Substituindo na equagio (*) vem que:
(2k)* = 2n?
isto é:
n? = 2k?
o significa que n? é par.
6. sendo n? par n é também par

7. concluimos pois que m e n sdo ambos pares, isto é, sdo ambos divisiveis
por 2.

8. mas isto é absurdo porque suposémos a fraccdo 7+ irredutivel.

O absurdo resultou de termos suposto que /2 é um ntimero racional. Logo
V/2 é um ntmero irracional.

QED.

» Como é que Euclides provou que existem uma infinidade de
nimeros primos?

Note que isto pode ser posto na forma se ... entdo ... - se P é o conjunto
dos niimeros primos entao P é infinito.

Mas, o que é um ntimero primo? - é um inteiro positivo > 1 que so € divisivel
por 1 e por si proprio.

Euclides usou o método de redugao ao absurdo - supondo que P é finito
derivou uma contradigdo. Recorreu ainda a um teorema - o chamado Teorema
Fundamental da Aritmética - que diz que um ntmero inteiro pode ser decom-
posto num produto de factores primos.
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. suponhamos entao que o conjunto P dos niimeros primos é finito, digamos:

P:{233a5,77117"' 7p}

. consideremos o numero N que se obtem multiplicando todos os primos

que estao em P:
N=2-3-5-7-...-p

N ¢é divisivel por 2, 3, 5, ..., e p.

N + 1 tem que ter um factor primo (pelo Teorema Fundamental da Ari-
tmética. Isto serd estudado na disciplina de Tépicos de Matemética).
Como todos os primos estdo em P, esse factor primo tem que 14 estar
também. Chamemos-lhe q. Portanto N + 1 é multiplo de ¢q. Entao ¢
divide simultdneamente N, pelo que vimos no ponto 3, e N + 1. Isto é,
existem inteiros k e k' tais que:

N=k¢gAN(N+1)=kq = kq+1=kq = (K —-kg=1

o que ¢é absurdo!

» O que é o reciproco de uma proposi¢ao do tipo:

P=07

Ea proposicao:

Q=7P

Atencdo que nao é logicamente equivalente a P = Q. E possivel que uma
certa implicacao seja falsa e, no entanto, o seu reciproco ser verdadeiro.

» Qual o reciproco de cada uma das proposi¢des seguintes:

(

(
(
(

a). se n € um inteiro, entdo 2n € par.
b)
c).

d). continuidade é uma condi¢io necessdria para diferenciabilidade.

posso dar aulas so se tiver uma licenciatura.

o0 carro nao funciona sempre que nao tenha gasolina.

Solucao:

(
(
(

a). se 2n é par, entdo n é um inteiro.
b). se tenho uma licenciatura entao posso dar aulas.

¢). se o carro ndo funciona entdo nao tem gasolina.
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(d). se uma fungéo fér continua entdo é diferenciavel.

» O que é o
principio de indugao mateméatica ?

Para que serve?

Diz o seguinte - seja P(n) uma proposi¢ido que depende de um inteiro natural
n € N. Entao:

1. se P(1) é verdadeira, e

2. Vn € N, se P(n) é verdadeira entao P(n + 1) também o é
a proposicdo P(n) é verdadeira Vn € N. O principio serve pois para provar
proposigoes do tipo Vn € N, P(n).

A maneira mais usual de visualizar este principio é a da queda de pecas de
dominé em cadeia — se a primeira cai, e se cada pega provocar a queda da
seguinte, entao todas caiem. Mas se a primeira ndo cai, ou se existe na cadeia
alguma pega que néo provoque a cada da seguinte, nem todas caiem!

» Usando o principio de indugdo matematica, mostrar que:

1

1+2+3+~-+n=@
Aqui P(n) : 14+2+3+---+n = n(n;l)' Portanto P(1) : 1 = w ¢

Pln+1): 1+2+3+ - +n+(n+1)= 0D

1. PQ): 1= % que é verdadeira

2. suponhamos agora que P(n) é verdadeira - esta é a chamada hip6tese de
indugdo. Vamos mostrar que entdo P(n + 1) é também verdadeira.

1+24+-+n+n+1) = 1+2+---+n)+n+1)
1
= % + (n+ 1), pela hipétese de indugao
n(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
2

QED.
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» Usando o principio de indugao matematica, mostrar que:
17" — 10"

é miltiplo de 7, Vn € N

1. P(1): 17 — 10! = 76 mdltiplo de 7 que é verdadeira

2. suponhamos agora que P(n) é verdadeira - esta é a chamada hip6tese de
inducdo. Vamos mostrar que entdo P(n + 1) é também verdadeira.

7t —10mtt = 17" 17— 10" - 10
= 17-17-10"-10—-17"-10 4 17" - 10, um velho truque!
= 17" 17-17"-104+17"-10 — 10" - 10
= 17" -(17-10)+10- (17" — 10™)
= 17"-7410- (maltiplo de 7), pela hipé6tese de indugédo
= multiplo de 7

QED.

Notas:

Deve aqui ser observado que hé por vezes algumas diferencas entre os con-
ceitos usados em Matematica e os conceitos do quotidiano, dos quais aqueles
sao extraidos. Essas diferencas resultam de, em Matematica, ser fundamen-
tal haver uma completa precisao do significado da linguagem, enquanto que no
quotidiano é importante haver alguma flexibilidade, recorrendo-se muitas vezes
a sentidos multiplos ou subentendidos, com o objectivo de acelerar a comuni-
cagao, permitindo também essa multiplicidade expressar com o mesmo conjunto
de palavras um maior nimero de ideias.

A concluir todas estas observagbes sobre as diferencas entre os conceitos
matematicos e os correspondentes conceitos do quotidiano, é necessario deixar
bem claro que o uso correcto dos conceitos matematicos correponde a um uso
correcto dos correspondentes conceitos linguisticos dos quais eles foram "destila-
dos", e que, apesar das simplifica¢bes acima descritas, os conceitos matematicos
sdo suficientemente ricos para exprimir uma enorme quantidade de situagoes
bem complexas, tendo permitido obter importantissimas informagoes e novas
perspectivas sobre o Universo que nos rodeia, num processo que se iniciou ha ja
alguns milénios e que continua hoje mesmo, num ritmo cada vez mais intenso!



