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Capitulo 2

Descricao do Movimento

A filosofia estd escrita neste grande livro, o Universo,
permanentemente aberto ao nosso olhar. Mas o livro
nao pode ser compreendido antes de aprendermos a
perceber a linguagem e a ler os caracteres em que estd
escrito. Estd escrito na linguagem da matemadtica e
os caracteres sao tridngulos, circulos e outras figuras
geométricas, sem os quais é humanamente impossivel
compreender uma unica palavra do livro; sem estes
vagueamos num labirinto escuro.

Galileo Galiles

O nascimento da Fisica como ciéncia moderna estd associado aos
nomes de Galileu e Newton. Ambos contribuiram decisivamente
para a formulacao de conceitos precisos para a descricao mate-
matica do movimento.

No tempo de Galileu (século XVI-XVII), o ensino nas universida-
des era ainda fortemente influenciado pelas obras de Aristdteles,
redescobertas na Idade Média apds terem sido traduzidas do grego
antigo por sdbios arabes, por volta do século XI.

Aristételes, um filésofo macedénio do século III AC, discipulo e
depois professor na Academia de Platdo, deixou uma obra verda-
deiramente fenomenal que cobria todas as dreas do conhecimento,
desde a Matemética (Ldgica), a Fisica e Astronomia, as Ciéncias
Naturais, a Etica, a Politica, a Teologia, etc.

Aristoteles propunha uma visao global das causas de todos os mo-
vimentos. Era defensor da ideia de que a Terra ocupava o centro

11
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Figura 2.1: Aristételes (384 AC-322 AC) e Galileu (1564-1642). Aris-
tételes foi um filésofo maceddnio, cujas obras marcaram profundamente
todo o pensamento da Idade Média. Galileu, dezassete séculos depois
de Aristételes, deu inicio & ciéncia moderna ao sujeitar a validade das
ideias e conceitos sobre a natureza a experiéncia e observacao cuidadas.
Deste modo, efectuou um corte radical com as ideias de Aristételes.

do Universo e achava que os corpos eram constituidos por diferen-
tes quantidades de quatro esséncias: terra, agua, fogo e ar. Cor-
pos pesados, feitos sobretudo de terra e dgua, tinham um lugar
préprio no centro da Terra e para 14 tendiam no seu movimento
natural, até serem impedidos pelo solo. Corpos mais leves (fogo
ou ar quente), pelo contréario, afastavam-se do centro da Terra.
Aristételes admitia ainda outro tipo de causas a que chamava mo-
vimento “violento”, como quando alguém dispara uma flecha para
o ar. As causas violentas “gastam-se” porque como oS corpos se
movem em meios materiais como o ar, acabarao por ter o seu movi-
mento natural: o movimento final da flecha é vertical, em direccao
ao centro da Terra. O movimento dos corpos celestes era visto por
Aristételes como revelando a existéncia de uma quinta-esséncia no
Céu (além das quatro da Terra: fogo, ar, dgua e terra), & qual
correspondia um movimento natural circular.

A oposigao de Galileu aos ensinamentos de Aristételes, no que
respeita ao movimento, nao tomou a forma de uma explicacao
global alternativa das causas de todos os movimentos. A obser-
vacao e experimentacao, e a possibilidade de medir tempos com
muito maior precisao, permitiram a Galileu uma descri¢do muito
mais detalhada de certos movimentos particulares (a queda livre,
o movimento em plano inclinado, o movimento de projécteis) que,
claramente, nao correspondia & de Aristételes.

Neste capitulo, vamos estudar alguns dos conceitos matematicos
fundamentais para a descricao do movimento:

e Posicao e coordenadas;
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m Galileu e Aristételes m

A Fisica de Aristoteles era muito influenciada pela observagao de
situacoes de atrito elevado.

Em estudos de plano inclinado, Galileu reparou que, quando o
atrito era reduzido, um corpo descendo de uma dada altura numa
rampa inclinada, seguida de uma rampa ascendente com diferente
inclinagao, subia até quase a altura de partida na rampa ascen-
dente. Daqui concluiu que, se a rampa ascendente tivesse uma
inclinacao cada vez menor, o corpo percorreria uma distancia
cada vez maior para chegar & mesma altura. No limite do plano
horizontal, sem atrito, o corpo nao deveria parar nunca, em con-
tradicao com a ideias de Aristoteles, que acreditava que um corpo
sem accao exterior tendia para um estado natural de repouso.

Se a bola rola até a altura inicial, ndo deveria rolar sem parar no
plano horizontal?

Outro ponto de discordancia dizia respeito ao movimento de pro-
jécteis. Aristételes acreditava que este movimento tinha uma pri-
meira parte, dita violenta, em que o corpo gastava o seu fmpeto
inicial, seguida de um parte final em que o corpo caia na vertical,
o seu movimento natural, em direccao ao centro da Terra. Ga-
lileu notou que em situagoes de baixo atrito a trajectoria é uma
parabola e nao tem uma seccao vertical.

Teoria do impeto de Aristételes. Aristételes acreditava que a parte
final do movimento era vertical.[2]

Caixa 2.1: Aristételes e Galileu, separados de dezassete séculos,
partilharam a vontade de compreender a Natureza.
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Figura 2.2: Coordenadas
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sobre uma folha de papel
A4,

X

14 CAPITULO 2. DESCRICAO DO MOVIMENTO

e deslocamento;
e velocidade;

e aceleragao.

E frequente os estudantes acharem este estudo um pouco drido.
Mas, como diz Galileu na citagao de abertura deste capitulo, sem
conhecer os caracteres deste alfabeto nao é possivel entender uma
tnica palavra deste livro que é o Universo. Nao é uma coinci-
déncia que o nascimento da Fisica coincida com a descoberta des-
tes conceitos: eles sao fundamentais ndao apenas para descrever o
movimento, como também para descrever a variacao de qualquer
grandeza fisica.

2.1 Posicao e coordenadas

2.1.1 Sistemas de Coordenadas

Na disciplina de Matematica foi introduzida a Geometria Car-
tesiana que nos permite traduzir proposigoes geométricas (sobre
pontos, linhas, superficies, poligonos, circulos) em equagdes ma-
tematicas, através da introducao de um sistema de coordenadas.
Vejamos alguns exemplos.

2.1.1.1 Folha A4

Tomemos o exemplo de uma folha de papel A4. Um canto da
folha pode ser a origem do sistema de coordenadas. Um dos lados
maiores pode ser o eixo xz e um dos lados menores o eixo yy.
Se usarmos a mesma unidade para os dois eixos, o centimetro,
cada ponto da folha terd coordenadas (z,y) com 0 < x < 29,7
e 0 <y < 21,0 (as dimensdes de uma folha A4 sdao 21,0 cm por
29,7 cm). Para atingir um ponto de coordenadas (3,4), partindo da
origem deslocamo-nos 3 cm ao longo do eixo xzz e depois movemo-
nos 4 cm na direccao paralela ao eixo dos yy, na perpendicular a
zz (ou na ordem inversa, ¢ indiferente).

2.1.1.2 Plano

Se imaginarmos a folha prolongada em todas as direcgoes for-
mando um plano infinito, as coordenadas dos pontos do plano
serao da forma (z,y) com —oo <z < 400 e —00 < Yy < +00.
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2.1.1.3 Esfera

A introdugao de um sistema de coordenadas na superficie de uma
esfera é um pouco mais complexa, mas também muito importante
pelo facto de vivermos a superficie de um planeta aproximada-
mente esférico.

Os sistemas de coordenadas do plano sdo construidos com base
em linhas rectas. Na superficie de uma esfera é conveniente usar
circulos mazrimos: linhas correspondentes a intersecgao da super-
ficie da esfera com planos que passam no seu centro. O perimetro
dos circulos maximos é 27w em que r é o raio da esfera. Qualquer
outro circulo na esfera tem um raio e um perimetro menores. Uma
propriedade interessante da esfera é que o trajecto mais curto en-
tre dois pontos sobre a sua superficie ¢ um arco de circulo méaximo.

No caso da Terra o sistema de coordenadas envolve o Equador (cir-
culo maximo correspondente a um plano perpendicular ao eixo de
rotagdo da Terra) e os meridianos (circulos méximos correspon-
dentes a planos que contém o eixo de rotacao da Terra). A origem
de coordenadas é determinada pelo interseccao do equador com
um meridiano particular que atravessa Greenwich, na Inglaterra.
Partindo da origem, podemos atingir qualquer ponto da esfera do
seguinte modo:

e deslocamo-nos para Oeste ou Este, ao longo do equador, até
atingirmos o meio meridiano (arco entre o Polo Norte e Polo
Sul) que contém o ponto desejado.

e deslocamo-nos para norte ou sul ao longo desse meridiano
até atingirmos o ponto em causa.

O arco descrito ao longo do Equador subtende um angulo que é a
longitude do local em causa. Pode ser longitude OESTE ou ESTE,
variando em ambos os casos entre 0 e 180°. Alternativamente, po-
diamos medir a longitude entre —180° e 180°, os valores negativos
correspondendo a longitudes ESTE.

O arco descrito ao longo do meridiano é a latitude, que pode ser
norte ou sul e varia entre 0 e 90°. Podiamos, igualmente, tomar
a latitude como variando entre —90° e 90°, correspondendo os
valores negativos a pontos do hemisfério Sul, por exemplo.

Estes exemplos mostram que os sistemas de coordenadas se po-
dem ajustar aos espacos que pretendemos estudar. Nao usamos

Meridiano
Greenwich

Equador

PS

Figura 2.3: A longitude,
0, e a latitude, ¢, definem
a posicao de um ponto
sobre a esfera.
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Figura 2.5: Sabendo a
distancia a trés pontos de
posicao conhecida ficamos
a conhecer a nossa
posigao.
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Figura 2.4: Sistema de Coordenadas na Terra. Note-se a deformagao ne-
cessaria para representar a Terra num plano. Os Polos sao representados
por linhas. [1]

as mesmas coordenadas numa esfera ou num plano. Neste curso,
vamo-nos limitar a situagoes em que podemos usar sistemas coor-
denados, determinados a partir de eixos rectilineos e mutuamente
ortogonais. Todos os movimentos que vamos estudar se desenro-
lam num plano fixo. Por isso precisaremos apenas de dois eixos
como nos dois primeiros exemplos considerados.

2.1.2 Localizacao com sistema GPS

Imaginemos-nos perdidos num deserto. Temos na mao um mapa
onde estao marcados trés oasis, A, B e C. Suponhamos que temos
uma maneira de calcular a distancia a que estamos de cada um.
Sabendo que a distancia a A, por exemplo, é de 8 km, podemos
marcar no mapa uma circunferéncia centrada em A que contém a
nossa posigao; mas continuamos sem saber onde estamos. Sabe-
mos também a distancia a B, por exemplo 3km; as circunferéncias
centradas em A de raio 8km e em B de raio 3km, terao, no mé-
ximo, dois pontos comuns. Se conhecermos a distancia a um ter-
ceiro ponto C, a nossa posicao fica determinada. Trés distancias a
pontos conhecidos determinam univocamente a nossa posicao no
plano.

O sistema GPS (Global Positioning System) funciona com base
neste principio. E constituido por uma rede de satélites, tal que ha
sempre quatro acessiveis a comunicagao por sinais de micro-ondas
de qualquer ponto do planeta. Os satélites emitem sinais identifi-
cadores em tempos pré-determinados. Um receptor GPS contém
um reldégio sincronizado com o dos satélites e recebe o sinal de
cada satélite um pouco depois da emissao devido a velocidade fi-
nita de propagacao das micro-ondas. Esse atraso permite o cdlculo
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_

(b)

Figura 2.6: Movimento de uma moeda: (a) sem rotagao; (b) com rotagao.

da distancia a cada satélite. A partir destas distancias o receptor
calcula a sua posicao e exprime-a em coordenadas convencionais
de latitude e longitude.

Esta descricao, muito breve, nao faz justica a complexidade dos
sistema GPS. No portal do Faraday encontra-se um artigo com
mais informacao sobre este topico.

2.2 Deslocamento

Para esta experiéncia precisamos de uma moeda de um euro. Pou-
semos a moeda em cima de uma mesa. Desloquemos a moeda para
outra posicao. A posicao final estd rodada relativamente a inicial
ou nao?

A figura 2.6 mostra como podemos responder a esta pergunta com-
parando as posicoes inicial e final. Desenhando segmentos orienta-
dos, ligando posigoes iniciais a posicoes finais de pontos correspon-
dentes da moeda, vemos que se todos tiverem o mesmo compri-
mento, forem paralelos e tiverem o mesmo sentido, a moeda nao
rodou. Estes segmentos dizem-se equipolentes.

Na disciplina de matematica do 10° ano aprendemos que um con-
junto de segmentos equipolentes é um vector. Por outras pa-
lavras, dois segmentos com a mesma direccao, sentido e compri-
mento, representam o mesmo vector, independentemente do res-
pectivo ponto inicial.

> Definicao de vector.
>ver Anexo A para um re-
sumo sobre vectores



Figura 2.7: A sucessao de
dois deslocamentos é
representada pela soma
dos vectores respectivos.
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O movimento sem rotacao designa-se por translacao e é, en-
tao, caracterizado por um vector, designado por vector deslo-
camento.

O vector deslocamento define a variacao de posicao de um
corpo numa translagao e é representado por qualquer seg-
mento orientado equipolente a um que una as posigoes ini-
cial e final de um ponto do corpo.

Note-se que o deslocamento de um corpo extenso € especificado
exactamente do mesmo modo que o de uma particula material:
a descrigdo de movimentos de translagdo pode ser feita usando o
modelo de particula material.

Vejamos algumas consequéncias desta definigao de vector desloca-
mento ou, simplesmente, deslocamento.

A definicao de deslocamento nada diz sobre o movi-
mento que ocorreu entre os instantes inicial e final: so
depende das posicoes antes e depois do movimento.

Correcto! Isto significa, por exemplo, que o deslocamento do Mi-
chael Schumacher, numa volta a um circuito de Férmula 1, é nulo
pois as posicoes inicial e final tém as mesmas coordenadas.

Se somarmos dois deslocamentos sucessivos, usando a
regra de soma de vectores, obtemos o deslocamento to-
tal.

Se um corpo se desloca de A para B e depois de B para C, o
deslocamento total é de A para C'. FEsta regra, mais que 6bvia,
da operagao fisica de deslocamento, traduz-se na regra de soma de
vectores. Com efeito a soma de um vector @ = AB (representado
pelo segmento [A, B]) com b = BC (representado pelo segmento
[B,C]) é = AC (representado pelo segmento [4, C]).

O mddulo ou norma do deslocamento € a distancia en-
tre as posicoes final e inicial,

o= 5]
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A norma ou médulo de um vector é o comprimento de um seg-
mento que o represente, ou seja a distancia entre os extremos do
segmento. Dois deslocamentos sé sao iguais se, além do mesmo
moédulo, tiverem a mesma direccao e sentido.

Mas, atencao: a distancia entre o ponto final e inicial de um des-
locamento nao é, necessariamente, a distancia percorrida. No caso
do Michael Schumacher acima referido, depois de uma volta ao
circuito, a distancia entre o ponto final e inicial é nula! Por outro
lado, a distancia percorrida é o perimetro do circuito.

Para que serve, entao, esta definicao? Um pessoa pode dar a volta
ao mundo e um fisico diz-lhe que o seu deslocamento foi nulo? Que
coisa mais tola!

Parece tola, a primeira vista, mas nao é. O que torna a defini¢ao
de deslocamento muito 1til é a maneira como podemos represen-
tar deslocamentos consecutivos. Podemos sempre dividir um dado
intervalo de tempo em intervalos mais pequenos. Somando os des-
locamentos nesses intervalos obtemos o deslocamento total. Por
outras palavras, usando este conceito de deslocamento, podemos
analisar um movimento com todo o detalhe necessario. Voltando
ao exemplo do Michael Schumacher, se registarmos o seu movi-
mento de segundo a segundo, a sequéncia de deslocamentos nesse
intervalos ja contém muito mais informacao sobre o seu movimento
do que as posi¢oes no inicio e fim de uma volta.

2.2.0.1 Uma analogia

A seguinte analogia pode ser 1til para entender este conceito de
deslocamento. Imaginemos que compravamos 1000 ac¢oes de uma
dada companhia a 10,5 euros por acgao em Janeiro. Um ano depois
vendiamos a 11 euros por accao. O lucro seria

1000 x (11 —10,5) = 500 euros.

Pouco importa que as acgoes valessem 15 euros em Julho. A varia-
¢ao entre os instantes de compra e venda é que é relevante para as
nossas financas; nao o que se passa no meio. Contudo, se quiser-
mos seguir o pre¢o das acgoes, podemos ver a sua varia¢do mes a
més, dia a dia, hora a hora ou mesmo minuto a minuto. Repare-se
também que nao é o mdédulo da variagao que é importante. Se ti-
véssemos vendido a 10 euros, o médulo da variagao seria o mesmo
mas o “lucro” seria

1000 x (10 — 10,5) = —500 euros.
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m Distancia percorrida m

O que ¢é a distancia percorrida por um corpo no seu movimento
entre A e B?

Imaginemos que a curva da figura representa a sua trajectoria.
Queremos saber qual o comprimento desta curva. Intuitivamente
poderiamos pensar em pousar um fio sobre a curva, seguindo to-
das as suas convolugoes: esticando o fio poderiamos depois medir
o comprimento da curva com um régua ou fita métrica. Sera
possivel transformar esta ideia num conceito mais preciso?

(b)

O comprimento do segmento [4, B], dap, é o médulo do deslo-
camento do corpo. Serd certamente uma ma medida do compri-
mento da curva, pois corresponderia a esticar o fio entre os pontos
inicial e final:

S1=dan

Mas podemos melhorar: escolhendo um ponto intermédio da tra-
jectéria, C, teremos uma nova aproximagao para 0 comprimento
da curva, somando os médulos dos deslocamentos AC e CB

Sy =dac +dc.

Subdividindo as curvas de A a C' e de C a B, teremos uma ainda
melhor aproximacgao:

Sy =dap +dpc +dcg + dep.

Este processo pode continuar, e, a medida que cresce o niimero
de pontos intermédios, aproximamo-nos da situagao que consiste
em colocar um fio flexivel sobre a curva.

Sendo entao S, a soma de comprimentos de n segmentos, cons-
truidos com os pontos inicial e final, e n — 1 pontos intermédios,
distribuidos sobre a curva, podemos definir o comprimento desta
como sendo o valor limite de S,, quando n tende para infinito.
Note-se que precisamos apenas do conceito de deslocamento para
definir deste modo o comprimento de uma curva. No desafio 2.1
aplica-se este conceito para calcular o perimetro do circulo.

Caixa 2.2: O comprimento de uma curva.
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m Forcas como vectores m

A representacdo de deslocamentos por vectores é muito natu-
ral. Podemos até dizer que a definicao de adigao de vectores é
exactamente a que é necessaria para representar a sucessao de
deslocamentos.

O conceito de forca também estd naturalmente associado a um
moédulo (intensidade da forca) e a uma direccdo e um sentido.
Mas o que realmente nos permite representar forgas por vectores
é o facto de a adicao de forgas seguir a mesma lei que a adicao de
vectores. Por exemplo, actuando num corpo com forgas de igual
intensidade, mesma direccao e sentidos opostos este mantém-se
em equilibrio. Isto é, o efeito das duas forgas é o mesmo que o da
sua soma vectorial, que é zero.

Fogn Fi

Este aspecto do conceito de forga sera retomado no capitulo 4.

Caixa 2.3: Forgas como vectores

O sinal, neste caso, é crucial para o nosso bem estar!

O vector deslocamento caracteriza a variacao de posi¢ao, tal como
a diferenca do prego de venda e compra define o lucro da tran-
sac¢ao. Note-se, contudo, que, para caracterizar uma posicao, sao
necessarias trés coordenadas; o preco de uma transaccao é dado
por um Unico numero. As analogias sdo sempre isso mesmo: ana-
logias.

2.2.1 Coordenadas do deslocamento
O movimento de um projéctil estudado na Actividade 2.4 é um
exemplo de movimento plano.

A figura 2.8 mostra os pontos sucessivos de uma trajectdria deste
tipo, obtidos a partir de um registo video como na Actividade 2.4.

A figura mostra também os eixos coordenados que usidmos para ‘ t/s ‘ 2 /n ‘ y/m ‘
fixar as coordenadas de cada ponto, listadas na tabela 2.1.

0,0 | 1,94 | 0,51
Na figura 2.8 representamos, com um segmento orientado, o des- 01 | 1.68 | 0.87

locamento entre as posigoes ocupadas em ¢t = 0,1 s, coordenadas

(1,69;0,87)m, e t = 0,2 s, coordenadas (1,40;1,14) m. 02140 1,14

03] 1,12 ] 1,32
0,4 | 0.83 | 1,38
0,5 | 0,55 | 1,35
0,6 | 0,26 | 1,22

Tabela 2.1: Posigoes de
uma esfera langada ao ar,
obtidas de um clip de
video.



> implicito: algo que
se entende como fazendo
parte de uma frase, ex-
pressao ou situacao, em-
bora nao seja directa-
mente afirmado ou nao es-
teja manifestamente pre-
sente.
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Figura 2.8: Posi¢oes de um projéctil, lancado da direita, registadas em
video. Intervalo de tempo entre posigoes sucessivas, At = 0,1 s.

As variagoes de coordenadas entre os pontos inicial e final do des-
locamento sao’:

Ar = 140-1,68 =—-0,28m;
Ay = 1,14 -0,87 =0,27m. (2.1)

As projecgoes do deslocamento segundo os eixos coordenados de-
finem dois deslocamentos, um ao longo de Ox e outro ao longo de
Oy. Como Az é negativo, o deslocamento segundo x tem o sentido
negativo do eixo Oz e médulo igual a [Az| = 0,28m. O desloca-
mento segundo y tem o sentido positivo do eixo Oy e médulo dado
por |Ay| = 0,27m.

Se recordarmos a definicao de produto de um escalar por um vector
(ver Anexo A), vemos que podemos decompor o deslocamento na
forma:

AT = Axi+ Ayj

em que 1 e j sao os vectores de norma unitdria com as direcgoes e
sentidos dos eixos Ox e Oy, respectivamente. Como Az é negativo
Ax1 tem sentido oposto a 1.

Usa-se também a seguinte notacao, que indica apenas as coorde-
nadas do vector A7, deixando implicita a indicacdo do sistema de
eixos:

AT = (Az, Ay).

'Recordemos uma notacéo que j& usdmos no 102 ano. O simbolo AA re-
presenta sempre a variagdo de uma grandeza A, isto é, a diferenga entre os
valores final e inicial numa transformacao, AA = Ay — A;.
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Entéo, definimos?:

As coordenadas do vector deslocamento num dado sistema
de eixos sao as diferencas das coordenadas dos pontos inicial
e final do deslocamento,

AT = (ACC,A?J) = (562 —T1,Y2 — y1)~

O teorema de Pitagoras permite exprimir a norma do desloca-
mento em termos das suas coordenadas:

|AT|| = /A22 + Ay?

Dois deslocamentos sé sao iguais se tiverem as mesmas coordena-

das Az e Ay.

2.3 Velocidade média

2.3.1 Variacao por unidade de tempo

Consideremos as seguintes frases:

e Esta impressora imprimiu 8 paginas por minuto.
e O Sr. Joaquim facturou 300 euros por dia.

e Na etapa de hoje, o pelotdo fez uma média de 41,2kmh~".

Em todos estes casos temos uma quantidade, A(t), que varia no
tempo: o numero de paginas impressas, a quantidade de dinheiro
facturada, a distancia percorrida pelo pelotao; temos, também,
uma referéncia a unidade de tempo (minuto, dia e hora).

Estas afirmagGes nao significam que a impressora tenha trabalhado
um minuto, que o Sr. Joaquim tenha facturado exactamente 300

2Em muita literatura de Fisica, usa-se, neste contexto, a designacio com-
ponente em vez de coordenadas. A notacdo que estamos a usar coincide
com a dos textos de matemdtica do 10° ano.
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Figura 2.9: O declive da
recta é a velocidade
média de A(t) entre ¢; e
ty.
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euros em cada dia de trabalho, ou que o pelotao tenha pedalado
durante uma hora. Os valores referidos sao obtidos dividindo a
variacao da grandeza, AA = A(ty)—A(t;), pelo intervalo de tempo
em que esta ocorreu, At =1 =t

_AA
Um = At

Exemplo: Se em meia hora (At = 0,5h) o pelotao percor-
reu 20,6 kmh~!, a sua velocidade foi
20,6

=41,2kmh™ L.
0,5

Ao dividir a variacdo da grandeza, AA, pelas At unidades de
tempo em que ocorreu, obtemos um nimero que seria a variagao
de A na unidade de tempo, se essa variacdo fosse a mesma em
intervalos de tempo iguais. Isto é o que chamamos uma velocidade
média. E neste sentido que dizemos:

a velocidade média de uma grandeza é sua va-
riacao por unidade tempo.

Num gréfico de A(t) em fungao de t, a velocidade média entre t; e
ty é dada pelo declive da recta que passa nos pontos do gréfico de
abcissas t; e ty: quanto maior for este declive maior é a velocidade
média (fig 2.9).

Em alguns contextos é mais frequente usar a designacao “taxa
média de variacao”, em vez de “velocidade média”. Neste curso es-
tamos particularmente interessados em variagoes de posicao, caso
em que esta segunda designagao é muito mais frequente. Seja como
for, este conceito é muito geral, como se vé.

Exemplo: Um corredor desloca-se 100m em 10s. Um ci-
clista desloca-se 38 km numa hora. Qual é o mais rapido?

Para responder a esta pergunta temos de comparar desloca-
mentos que se referem ao mesmo intervalo de tempo. Se os
seus deslocamentos em cada segundo fossem iguais, o corre-
dor teria um deslocamento por segundo dado por

1
U = ﬂ =10ms™!
10
e o ciclista,
38 x 10° _
Um = W = 10,5ms 1.

Ou seja, temos de comparar as velocidades médias dos dois
movimentos. O ciclista foi (marginalmente) mais rdpido.
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2.3.2 Velocidade média de deslocamento

Vamos comegar por aplicar este conceito ao movimento de um
carro numa calha linear (Actividade 2.1)

A tabela 2.2 regista valores de posigao do carro em diferentes ins-
tantes, obtidos com um sensor de movimento. O eixo Ox coincide
com a direccao da calha: as outras coordenadas nao variam e,
por isso, podemos ignora-las. O movimento é de translagao e a
posicao do carro pode ser determinada por uma tnica coordenada.

A grandeza cuja velocidade queremos considerar é a coordenada

x(t).

A velocidade média da coordenada x(t) de um corpo, num
intervalo de tempo [t1, 2], é dada pela sua variagao, Az =
x(te) —x(t1), a dividir pelo intervalo de tempo, At = to —1;.

_Ax

= 2.2
Um = R (2.2)

Exemplo: No exemplo da tabela 2.2, a variagdo de x(t)
entret=0set=30s,

Az =1,15—0,32 = 0,83m

e a velocidade média
~ 083

30 = 0,277ms .

Um

(o resultado desta conta foi arredondado para dois algrismos sig-
nificativos).

Repare-se que nao estamos a afirmar que, neste movimento parti-
cular, o deslocamento em cada segundo foi exactamente de 0,277 m.
Nao foi! no primeiro segundo foi de 0,30m (ver tabela 2.2). O que
estamos a dizer é que, se os deslocamentos em intervalos iguais
fossem iguais, o deslocamento em cada unidade de tempo seria
expresso pelo valor da velocidade média no intervalo.

O sinal de v, é 0 mesmo que o de Ax ja que a diferenga de
tempos, At = ty —t;, é positiva (o instante inicial é anterior ao

> Actividade 2.1

t/s | x/m
0,00 | 0,32
050 047
_1,00 | 0,62
150 076
2,00 | 0,89
2,50 | 1,02
oo lTh
3,50 | 1,25

Tabela 2.2: Tabela de
tempos e posigoes do
movimento de um carro
sobre uma calha linear.

A B
X
—_——

Figura 2.10: Se o
deslocamento de A para
B demorou At =3 s, 0
deslocamento por unidade
de tempo é o dos
segmentos menores, se 0
deslocamento for igual
para intervalos de tempo
1gUais.
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final, t; < tf). Se o movimento for no sentido positivo do eixo, z(t)
aumenta e Az e v, sao positivos; se o movimento for no sentido
negativo, x(t) diminui e Ax e vy, sdo negativos.

2.3.2.1 Vector velocidade média

O vector deslocamento define a variagao de posicao. A velocidade
média associada a variacao de posicao é também um vector.

Exemplo: No movimento registado na tabela 2.2, a varia-
¢ao de posicao entre t = 0s e t = 3s é dada pelo vector
deslocamento

A7 = 0,831 (m).

Para obter o vector velocidade média neste intervalo, temos
de dividir a variagao de posicao, o vector deslocamento, por
At = 3 s, ou seja, multiplicd-lo pelo escalar 1/3:

1
T = 3 % 0,831 = 0,281 (ms™)

A velocidade média relativa a coordenada x(t), acima definida, é,
entdo, a coordenada de um vector, tal como Ax é a coordenada
do vector deslocamento:

Ax

v (2.3)

m:’l)mlz

2.3.2.2 Movimento no plano

Em movimentos no plano, o vector velocidade média tem duas co-
ordenadas, tal como o deslocamento, que sao as velocidades médias
das coordenadas z(t) e y(t):

G :(ﬁ %):&i+%A
m At At At At

Exemplo: No caso de movimento de projéctil, considerado
na seccao 2.2.1, pagina 21, no exemplo da equacao 2.1, o
deslocamento, num intervalo de tempo de 0,1s, tem com-
ponentes

Ar = (—0,28; 0,27) (m)

A velocidade média no mesmo intervalo é

0,28 0,27
0,1’ 0,1

) = (—2,8; 2,7) = 10A”

Um = (
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Em resumo:

O vector velocidade média, deslocamento por unidade de
tempo, num intervalo de tempo At, tem coordenadas,

Axr A A A
T = (o2, 20 = 255 2 (2.4)
At At At At
A sua direccao e sentido sao os mesmos que os do vector des-
locamento pois ¥, = AAr, em que A = 1/At é um escalar

positivo.

O médulo ou norma do vector velocidade média é

il = (22) 4 (BY)
Umll = At At
1

= — (Az? 4+ Ay?)

At?

1
= 5 V(A7 + Ay

ou seja, ¢ a norma do deslocamento, ||Ar| (distancia entre as
posicoes inicial e final), sobre o intervalo de tempo (At > 0):

1A
At

(2.5)

[Tl =

2.3.3 Velocidades negativas?

Alguma vez ouvimos alguém dizer:

Do Porto a Lisboa fiz uma velocidade média de 140 kmh~1.
No regresso fiz menos 140kmh~! (—140kmh~1).

Certamente que nao. Sé os Fisicos falam em velocidades negativas!
Porqué?

Quando estamos a lidar com movimentos de automdveis, com-
boios, etc., raramente estamos preocupados com a respectiva di-
recgao e sentido (excepto quando nao sao os desejados). Se um
carro se desloca na direccao Norte-Sul medimos os deslocamen-
tos com valores de coordenada de posicao a crescer de Norte para
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Sul. O movimento é no sentido positivo do eixo e Az e vy, sdo
positivos. Quando o carro comega a mover-se de Sul para Norte,
invertemos o eixo e comecamos a medir posi¢coes no sentido in-
verso. Agora, a coordenada cresce de Sul para Norte. De novo,
Ax e v, sao positivos. Na linguagem corrente a “velocidade” é
sempre positival

Que “velocidade” é esta, entao?

No inicio de uma viagem de automdével pomos o conta-quilémetros
a zero. Em cada instante, a sua indicagao é aquilo a que atrés
chamamos a distancia percorrida, ou seja, o comprimento da
trajectéria descrita pelo automével (ver Caixa 2.2 na pagina 20).
Esta distancia aumenta com o tempo que decorreu desde o inicio
da viagem, t, e é representada por uma fungao crescente do tempo,
s(t). A “velocidade média” desta grandeza, entre dois instantes ¢
e t+ At é, como sempre,

s(t+ At) — s(t)
At '
Esta grandeza é sempre positiva, pois s(t) cresce com o tempo:

s(t+At) > s(t) se At > 0 (a distancia indicada no conta-quilémetros
continua a aumentar, ainda que o carro volte para trds).

"velocidade média’=

Esta “velocidade média” nao é o médulo do vector velocidade
média, tal como foi aqui definido (eq. 2.5):

]| = 1AT|

m At 9

pois, em geral, o médulo do deslocamento, ||A7|, é diferente do
comprimento da trajectdria, As: veja-se, por exemplo, qualquer
movimento com regresso a posicao inicial, em que o médulo do
deslocamento é sempre nulo.

Os conceitos de fisica aplicam-se a uma variedade de situagoes
muito mais vasta do que a da nossa experiéncia corrente. Tém que
ser adequados a descricao de movimentos de carros e comboios,
mas também de planetas, sondas espaciais, moléculas, atomos,
electroes etc. Nem sempre sabemos de antemao a trajectoria, para
que baste indicar a distancia percorrida para sabermos onde esta
um corpo.

2.3.4 Movimento Uniforme

Que tipo de movimento obtemos se todas as coordenadas do vector
velocidade média forem constantes? A trajectéria pode ser curva?
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1
X/ m
Figura 2.11: Se o vector velocidade média for constante, deslocamentos
em intervalos de tempo iguais sao iguais e o movimento é rectilineo.

Reparemos novamente no movimento registado na tabela 2.1 da
pagina 21.

Na figura 2.11 os pontos a cheio pertencem a trajectoria e estao
separados por intervalos de tempo de At = 0,1 s. O vector AB éo
deslocamento entre t = 0s e t = 0,1s. A velocidade média nesse
intervalo é

1
0,1

U = —AB = 10AB.
Se a velocidade média em cada intervalo nao variasse, os desloca-
mentos seguintes seriam idénticos a AB : os pontos da trajectdria

seriam C, D, E,...: a trajectoria seria rectilinea.

No movimento uniforme rectilineo o vector velocidade
média é o mesmo em qualquer intervalo de tempo. A tra-
jectéria é uma linha recta.

2.3.4.1 Equagao do movimento uniforme rectilineo.

A velocidade média da coordenada z(t), num intervalo entre dois
instantes t1 e t9, nao é mais do que o declive da recta que une os
dois pontos com estas abcissas no grafico de x(t),

Az x(ty) —x(t)
At tp—t;
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Este valor é o mesmo para quaisquer dois valores das abcissas t; e
tr se, e s6 se, o grafico de x(t) for uma linha recta.

Recordemos a equagao da recta da geometria cartesiana,
y = mx + b.

Para um gréfico de = (ordenada) em fungao de t (abcissa), a equa-
cao tem a forma
x=mt+b.

A constante b é a ordenada na origem, isto é, o valor de x para
t = 0. Muitas vezes designa-se por xg.

Por outro lado, como o declive é a coordenada x da velocidade do
movimento em qualquer intervalo de tempo, podemos escrever:

|(t) = vt + g (2.6)

Se o movimento for uniforme e rectilineo, todas as coordenadas
terao velocidades médias constantes e, portanto:

y(t) = vyt + yo (2.7)

Estas equacoes caracterizam um movimento rectilineo e uniforme
de velocidade:

U, = (Vg, Uy).

A fig. 2.13 mostra um exemplo de um movimento de um carro
sobre uma calha horizontal, em que o movimento é quase uniforme:
o gréfico de z(t) é préximo de uma recta, o que significa que a
velocidade variou pouco neste movimento.

2.4 Velocidade instantanea

Um filésofo grego chamado Zendo (4957-4357 A.C.)? sustentava
que o movimento é impossivel. Dava o exemplo de um flecha. Em
cada instante a flecha ocupa uma dada posicao. Nesse instante nao
se move: nao pode ocupar duas posi¢oes no mesmo instante. Mas

3A obra de Zendo s6 chegou até nés através de outros autores, como Aris-
tételes. Zendo pertencia a uma escola de pensamento que defendia que a rea-
lidade era una e imutavel. O tempo e a mudanga sao ilusées. Zenao tornou-se
famoso por uma série de paradoxos que pretendiam mostrar a inconsisténcia
légica do movimento.

D

X4

Figura 2.12: Se
x=mt—+b o de
recta, é
m = (w2 — 21)/(
Az/At.



2.4. VELOCIDADE INSTANTANEA 31

Grafico tempo—posicio

15 ‘ ‘

X/ m

Figura 2.13: Os circulos sao os pontos experimentais; a linha tem como
finalidade facilitar a visualizagao do grafico. A velocidade média nos dois
intervalos representados é a mesma, pois Az; = Axy e os dois intervalos
de tempo também sao iguais. Os trés primeiros pontos estao sobre uma
recta.

se em nenhum instante se move, nunca se move! O movimento é
impossivel.

Se pensarmos um pouco, vemos que, até agora, associamos a cada
instante uma posicao, mas o conceito de velocidade média esta
apenas definido para um intervalo finito de tempo. Imaginemos
que tiramos uma fotografia no preciso momento em que Michael
Schumacher ultrapassa um adversario. Olhamos para a fotografia
e vemos os dois carros a par. Podemos dizer que um deles, naquele
instante, tem velocidade superior ao outro? Ou serd que Zenao
tem razao?

2.4.1 Movimento com velocidade variavel

Vamos responder a Zenao, comecando por analisar um exemplo
concreto. Como de costume, olhamos primeiro para um movi-

mento rectilineo que envolve apenas uma coordenada. t/s | z/m
Na Actividade 2.1, agora com o carro a subir uma calha inclinada, 0,00 | 0,58
foram obtidos os resultados da tabela 2.3. O gréfico correspon- 0,5 | 0,69
dente estd na Fig. 2.14. 1,00 | 0,77
O gréfico mostra, claramente, que o movimento nao é uniforme 1,50 | 0,84
pois os pontos experimentais (¢;, ;) nao definem uma recta. Se 2,00 | 0,87

2,50 | 0,88

Tabela 2.3: Movimento
linear numa calha
inclinada.



Lti/s | tr/s | vm/ms™' ]

0,0 | 25 0,12
0,0 | 2,0 0,15
00 | 15 0,17
0,0 | 1,0 0,19
0,0 | 05 0,22
0,0 | 0,0 ?

Tabela 2.4: Velocidades
médias para intervalos de

tempo sucessivamente

decrescentes e com inicio

emt = 0.
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Grafico tempo—posi¢do
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Figura 2.14: Gréfico de tempo-posicao para movimento numa calha li-
near inclinada.

o movimento entre t = 0s e t = 2,0s (A e C) fosse uniforme,
os pontos intermédios ocorreriam sobre a linha a tracejado entre
A e C. Ora o deslocamento no primeiro segundo, por exemplo,
foi superior ao que seria nesse caso (ordenada de B acima da li-
nha). Conclusao: neste movimento a velocidade da coordenada
x(t) variou.

Usando os dados da Tabela 2.3, podemos calcular a velocidade
média de z(t) para intervalos de tempo sucessivamente decrescen-
tes. Os resultados estao na Tabela 2.4: a medida que o intervalo
vai diminuindo, a velocidade média vai aumentando.

Exercicio: usando os valores da Tabela 2.3, calcular os
valores da Tabela 2.4.

Se imaginassemos continuar este processo para intervalos de tempo
cada vez menores, o que aconteceria aos valores da coluna das
velocidades médias?

Um gréfico dos valores de v, em fungao de At =ty —t; (Fig. 2.15)
sugere a resposta. Parece que, para At — 0, v,, — v &~ 0,24m s~ L.
Esse valor poderia ser identificado com a velocidade no instante
t = 0. Contudo, sejamos honestos: dos dados da tabela 2.4, nunca
poderiamos calcular este valor, pois nao temos qualquer informa-
¢ao sobre 0 que se passa para intervalos de tempo inferiores a 0,5 s.

Mas podiamos ter! E possivel medir com intervalos de tempo cada
vez menores e nada nos impede de supor que conhecemos a posigao
do carro em cada instante, (), e nao apenas nos valores indicados
na Tabela 2.3.
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Figura 2.15: A medida que consideramos intervalos de tempo cada vez
menores, a velocidade média aumenta. Os valores parecem tender para
o valor marcado no gréafico que pode ser identificado com a velocidade

no istante t = 0.
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Figura 2.16: Se imaginarmos B a deslizar sobre a curva até A, as secantes

tém um limite que é a tangente & curva em A.
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Imaginemos que x(t) era representado pela curva do gréfico da fi-
gura 2.16. A linha recta que une A a C representa um movimento
uniforme com uma velocidade igual a velocidade média no inter-
valo [ta,tc]. Se considerarmos intervalos menores [ta,tg],..., ob-
temos rectas com declives crescentes que representam movimentos
com velocidades superiores. E claro do grafico que, se fizermos o
intervalo tender para zero (podemos imaginar B a deslizar sobre
a curva em direcgao a A), estas rectas vao tender para a tangente
ao grafico no ponto A. Ou seja, se tomarmos o limite

5 x x(ta+ At) — x(ta)
im — = lim
At—0 At At—0 At ’

obtemos o declive da tangente & curva no ponto A.

Podemos agora responder a Zenao. E verdade que num dado ins-
tante ¢ s6 temos uma posicao. Com uma tinica posicao nao pode-
mos definir nem deslocamento nem velocidade. Mas, considerando
intervalos de tempo [t,t + At] com At a tender para zero, o limite

Az . x(t+ At) — x(t)

va(t) = lim — = lim A

(2.8)

é a velocidade da coordenada z(t) no instante t. Ao contrario da
velocidade média, v,(t) ndo estd associada a nenhum intervalo de
tempo particular. Em cada instante, o movimento na direccao
Ox é caracterizado por uma posigao, x(t), e por uma velocidade
instantanea, v, (t), definida por este processo de limite.

Voltando ao exemplo da fotografia tirada a Schumacher no mo-
mento em que ultrapassa o adversario, podemos dizer que a foto-
grafia pode nao ter a informagao necessaria para sabermos quais
as velocidades dos dois carros naquele instante (se o tempo de ex-
posigao for suficientemente rdapido nao terd). Mas o movimento de
cada carro, naquele instante, é definido por uma posicao (visivel
na foto) e uma velocidade (que pode nao estar visivel na foto).

Neste momento a Eq. 2.8 pode parecer um pouco intimidativa.
Como é que se calcula aquele limite?

Em muitos casos estes limites podem-se calcular exactamente e
em matematica estudam-se métodos para os determinar. Neste
momento, o mais importante é perceber o sentido da definicdo da
eq. 2.8. Com uma calculadora, e alguma paciéncia, podemos-nos
convencer que estes limites existem e calcula-los de modo muito
aproximado. A problema 2.8 sugere um cdlculo deste tipo. O
exemplo seguinte é um célculo exacto, mas num caso muito sim-
ples.



2.4. VELOCIDADE INSTANTANEA 35

Exemplo: vimos atras que um movimento rectilineo uni-
forme era representado por uma recta, num grafico de x em
funcao de t. A equagao de movimento é :

x(t) = vot + o, v, T, constantes.
A velocidade instantanea, v, (t), é

(vo x (t + At) + z0) — (vot + z0)

ve(t) = A, At
ou seja,
. VoAt .
v = A A T A

Como v é uma constante, o limite é v. Ou seja, num movi-
mento rectilineo uniforme a velocidade é a mesma em qual-
quer instante e igual ao declive da recta de z em fungao de
t.

2.4.2 Vector velocidade instantanea

Ao fim e ao cabo, podemos pensar na velocidade instantanea como
sendo uma velocidade média num intervalo de tempo muito, muito
curto. Podemos, entao, definir um vector velocidade instantanea
como sendo o vector cujas coordenadas sao as velocidades instan-
taneas de cada coordenada de posigao.

Ax

:(t) = lim —

wlt) =t R

. Yy

t) = 1 —

vy(?) At At
U(t) = (vg,vy) = vl 4+ vy].

Esta definicao decorre naturalmente da do vector velocidade mé-
dia. (ver eq. 2.3 da péagina 27).

Qual é a direccao da velocidade instantanea?

Atentemos de novo no exemplo que temos vindo a considerar
(Fig. 2.17). A linha recta que une o ponto A a B seria a tra-
jectéria de um movimento uniforme, com uma velocidade igual &
velocidade média no intervalo entre t4 e tg. Se considerarmos um
intervalo menor, obtemos uma direcgao diferente. Se imaginarmos
o ponto C' a aproximar-se de A (At =tc—t4 — 0), vemos que um
movimento uniforme com velocidade igual a velocidade instanta-
nea, em t = t4, terd uma direccdo tangente a trajectéria em A.
Assim:

A welocidade instantanea v(t) é um vector tangente a
trajectoria ma posicao do corpo no instante t.
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Figura 2.17: A velocidade instantanea tem a direc¢do da tangente a
trajectoria.

2.4.2.1 Norma da velocidade instantanea

Na seccao 2.3.3 (pagina 27) chamamos a atengao para o facto de
a norma do vector velocidade média

|Ar]
At

nao ser aquilo que em linguagem comum chamamos velocidade
média

[0 =

. - As
velocidade média = —.
At
A norma do vector deslocamento é a distancia entre os pontos
inicial e final, ndo a distancia percorrida As.

Acontece que, quando o intervalo de tempo At tende para zero,
estas duas grandezas tém o mesmo limite, que é a norma da velo-
cidade instantanea:

} Al As
t)]| = lim —— = lim —.
o)l Albo At AtDo AL
A grandeza a que nos referimos na linguagem corrente, velocidade,

aquilo que tem limites impostos pelo cédigo da estrada, é entao a
norma do vector velocidade instantanea.

Na lingua inglesa usa-se a palavra speed para distinguir este con-
ceito do de velocity, palavra reservada para a grandeza vectorial.
Em portugués foi proposto usar a palavra celeridade para signi-
ficar o equivalente a speed.

No entanto, até hoje, ainda ninguém foi multado por excesso de
celeridade!
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2.5 Aceleragao

O conceito de aceleragao desempenha um papel fundamental nas
leis do movimento. Mais uma vez esta palavra é usada em Fisica
com um significado muito preciso.

Na linguagem corrente quando dizemos:

FEla estd muito acelerada!

referimo-nos, talvez, a um estado de agitacao fora do normal.
Nesta frase esta implicita a ideia que a pessoa em causa ndo esta
sempre assim, a sua agitacao aumentou. Neste sentido hd alguma
relagao (ténue) com o significado de aceleragao em Fisica. Com
efeito, a aceleragao estd relacionada com a variag¢ao de velocidade.

Felizmente ja vimos atras como podemos caracterizar variagoes
de grandezas no tempo; sé temos que aplicar esses conceitos a
grandeza velocidade.

2.5.1 Aceleracao média

Se a velocidade, ¥(t), variar, o movimento diz-se..., variado.
Repare-se que estamos a falar do vector velocidade, nao da sua
norma (a celeridade); a variacao pode ser de direccao, de sentido,
ou de norma.

A maneira de caracterizar a variacao da velocidade, ¥(t), é idéntica
a que usamos para caracterizar a variacao de posi¢ao. Assim as
seguinte definicoes sao simples de entender.
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A aceleragao média de uma coordenada x(t) num inter-
valo de tempo [t, ¢+ At] é a variagao da coordenada corres-
pondente da velocidade dividida pelo intervalo At:

A Avy,  vg(t+ At) — v, (t)

At At

A variacao do vector velocidade entre dois instantes €, na-
turalmente, um vector:

AT = (ts) — 5(t1).

A variacao por unidade de tempo do vector velocidade é o
vector aceleragao:

_M_(sz Avy)_szA_f_Avy
G =Nt TVAL AL T AT AT

= A~

Repare-se que nao se trata de um conceito novo. Tal como a
velocidade média, vy, é a variagdo de uma coordenada, z(t), por
unidade de tempo,

_ Ax
Um = Ev
a aceleracgao, a,,, é a variagao de velocidade, v,(t), por unidade
de tempo:
_ Av,
m =

De um modo simples:

a aceleracao média a,, estd para a velocidade v, (t),
assim como a velocidade média v,, estd para a posicao

x(t).

Temos pois um dicionario: se numa definicdo ou expressao envol-
vendo posicao e velocidade, substituirmos:

xz(t) — vg(t)

Um — Qm

obtemos uma relacao ou expressao validas para velocidade e aceleracao.

Figura 2.18: Movimento Eis alguns exemplos:

com aceleragao constante.
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e Uma aceleragao média positiva significa que a velocidade au-
menta entre os instantes inicial e final, Av, > 0. Uma ace-
leracdo negativa significa que v, (¢) diminui entre o inicio e o
fim do intervalo, Av, < 0.

e Se a velocidade for uma fungao linear do tempo (gréfico de
v, em funcao de ¢t uma linha recta),

ve(t) =mt+b b, m constantes, (2.9)

a aceleracao média é independente do intervalo considerado
e é o declive da recta que representa v, (t) em funcao de t,

Ay = M.

A constante b é a velocidade no instante ¢ = 0, velocidade
inicial (comparar com equagao 2.6 da pégina 30): Ou seja,

V() = amt + vo.

2.5.1.1 Aceleragoes negativas

Quando um atleta “acelera” para se destacar dos competidores, a
coordenada da velocidade no eixo do movimento aumenta: a sua
aceleracao é positiva.

Mas ninguém “acelera” até parar, a nao ser em Fisica. Nesse caso,
a coordenada de velocidade estd a diminuir. Na linguagem da
Fisica é um movimento com aceleracgao. .. negativa.

Vejamos com mais cuidado os tipos de movimento que nos po-
dem surgir. Para simplificar tomemos um corpo em deslocamento
segundo o eixo Ox.

e Deslocamento, Az, e velocidade, v, positivos: o corpo desloca-
se no sentido positivo do eixo:

— aceleracao positiva: o valor de v, estd a crescer, movi-
mento cada vez mais répido (acelerado).

— aceleracao negativa: o valor de v, estd a diminuir em
direcc@o a zero: movimento cada vez mais lento (retar-

dado).

e Deslocamento, Az, e velocidade, v, negativos: o corpo desloca-
se no sentido negativo do eixo:
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— aceleragao positiva: o valor de v, esta a crescer. Como
é negativo, estd a crescer em direccao a zero. O mddulo
de v, estd a diminuir: movimento cada vez mais lento
(retardado).

— aceleracao negativa: o valor de v, estd a diminuir; como
é negativo o seu médulo cresce. Movimento cada vez
mais répido (acelerado).

Se quisermos resumir, vemos que o que distingue um movimento
em que o médulo da velocidade cresce (acelerado) ou diminiu (re-
tardado) é que no primeiro caso, o sinal das coordenadas de velo-
cidade e aceleracao sao os mesmos; no segundo caso, sao opostos.

2.5.2 Movimento Uniformemente Variado

O movimento de corpos sob ac¢ao do peso (em situagdes em que
o atrito do ar nao é importante) tem aceleracao constante (movi-
mento uniformemente variado) (ver Actividades 2.2 e 2.4). Vimos
ja que a equagao da velocidade é

vz (t) = agt + vo. (2.10)

Como ¢é dada a dependéncia da posi¢ao em funcao do tempo?

Esta questao é respondida na Actividade 2.3 onde se conclui que

1
z(t) —x(0) = iaxt2 + wvot

ou

x(t) = %at2 + vot + xo (xo = 2(0)) (2.11)

Sera possivel mostrar directamente que a equacao da velocidade,
Eq. 2.10, corresponde, de facto, ao movimento expresso na equa-
cao 2.117 Nisso consiste o desafio 2.2.

Exemplo: Se a equagao de movimento da velocidade for

vy (t) = =5t + 3

a equagao para a coordenada correspondente sera
5
I(t) — Xy = —5752 + 3t.

E evidente que o conhecimento da velocidade sé nos permite
calcular o deslocamento, z(t) — xo. Nao permite determinar
xg, a posicao inicial. Um corpo pode ter a velocidade espe-
cificada com qualquer posigao inicial.
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0 | | |

1
X/ m
Figura 2.19: O vector velocidade, tangente a trajectéria, roda quando
a trajectoria curva. O vector Av aponta sempre para o lado para onde

curva a trajectéria. O vector aceleracao média tem a direccao e sentido
de Av.

2.5.3 Direcgao e sentido do vector aceleracao

O wvector aceleracdo estd sempre dirigido para o inte-
rior da curva da trajectoria.

O exemplo do projéctil ilustra bem este resultado (fig. 2.19). O
vector variacao de velocidade, A7,

AV =1y — U

somado ao primeiro valor de velocidade, v, d4 a velocidade no
final do intervalo

U] + AU = Us.

A trajectdria encurva, a tangente roda da direccao de ¥} para a de
va: O vector AU e, consequentemente, o vector aceleracao, que é
A¥ multiplicado por um escalar positivo, 1/At, aponta no sentido
da rotacao da tangente.

Este exemplo mostra que a aceleracao nao é determinada apenas
pela variacdo da norma da velocidade. A mudanca de direccao
numa trajectéria curva implica sempre uma aceleracao diferente
de zero.
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2.6 Sumario

Neste capitulo introduzimos os conceitos fundamentais para a des-
cricao de qualquer movimento:

e deslocamento;
e velocidade;

e aceleracao.

As afirmagoes seguintes resumem a nossa discussao, e o estudo
deste capitulo deve conduzir a uma compreensao detalhada do seu
significado. Nao adianta decoréd-las. Repetir com todas as virgulas
a definicao de um conceito de Fisica nada tem a ver com a sua com-
preensao. Para compreender um conceito, como o de velocidade
ou aceleracao, temos que saber como se aplica, como se calcula,
o que quer dizer, etc., em cada situagao concreta em que possa
ser evocado. Por isso, esta listagem destina-se apenas a recordar
os principais momentos do desenvolvimento das ferramentas que
introduzimos para descrever movimentos.

1. O movimento de translacao de um corpo pode ser especifi-

cado por coordenadas, (x(t),y(t)) fungdes do tempo.

A variagoes de posigao entre dois instantes definem o vector
deslocamento nesse intervalo de tempo.

Deslocamentos em intervalos sucessivos somam-se para obter
o deslocamento total.

A razao de um deslocamento pelo intervalo de tempo respec-
tivo é a velocidade média nesse intervalo, isto é, o deslo-
camento por unidade de tempo.

Coordenadas de deslocamentos e velocidades podem ser po-
sitivas ou negativas conforme o movimento tem o sentido
positivo ou negativo do eixo correspondente.

Se considerarmos intervalos sucessivamente mais pequenos,
a velocidade média tende para um valor limite que é a ve-
locidade instantanea.

A aceleragao caracteriza a variacao de velocidade com o
tempo, do mesmo modo que a velocidade caracteriza a va-
riacao de posicao. A aceleragao média é a variagao de
velocidade por unidade de tempo num dado intervalo.
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8.

10.

Um movimento em que uma coordenada da velocidade, v, (1),
é constante

v (t) = vy, Vg, constante

diz-se movimento uniforme segundo esse eixo e tem a
seguinte lei de variagdo da coordenada correspondente com
t

x(t) = vot + xg.

Um movimento de velocidade constante tem uma trajectoria
rectilinea e é uniforme segundo todos os eixos coordenados.

Um movimento em que uma coordenada da aceleracao a(t)
é constante

a,(t) = ag, ag, constante

diz-se uniformemente variado e tem velocidade e posigao
segundo esse eixo dadas, respectivamente, por

v (t) = agt + v

1
x(t) = antz + vot + xo

(zo e vy sdo constantes que nao dependem do valor da ace-
leragao e correspondem as coordenadas de posicao e veloci-
dade, segundo esse eixo, no instante ¢t = 0).

2.7 Questoes, actividades e problemas

2.7.1 Actividades

2.1.

2.2.

2.3.

Movimentos numa calha linear
Ver ficha da Actividade A18.

Movimento de queda livre
Ver ficha de Actividade A19.

Movimentos de velocidade variavel
Ver ficha de Actividade A20.

2.4. Movimento de projéctil registado em video

Ver ficha de Actividade A21.
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2.7.2 Questoes

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

A 6rbita da Terra em torno do Sol é praticamente circular e
a Terra descreve arcos iguais em intervalos de tempo iguais.
Quais das seguintes afirmagoes sao verdadeiras? (nesta ques-
tao tomamos um trimestre como sendo 1/4 e um semestre
1/2 de um ano).

(a) O deslocamento da Terra, no primeiro trimestre, é igual
ao do segundo.

(b) O deslocamento da Terra, no primeiro semestre do ano,
¢é igual ao do segundo semestre.

(¢) O deslocamento da Terra, no primeiro semestre tem a
mesma norma e direc¢do que no segundo.

(d) O deslocamento da Terra, num ano, vale 277, em r é o
raio da drbita.

(e) O deslocamento da Terra, num ano, é nulo.

Numa prova de atletismo, mede-se uma velocidade média ou
instantanea? Justificar.

Justificar a seguinte afirmagao:

Na prova dos 100 metros planos a coordenada do vector velo-
cidade média, na direccao da pista, e a celeridade coincidem.
Na prova de 400 m (uma volta d pista) sao muito diferentes:
uma delas € zero.

Num movimento rectilineo:

(a) A direccao do vector velocidade pode variar? E o sen-
tido? Justificar.

(b) A aceleragao pode ter uma direcgao diferente da da tra-
jectoria? Justificar.

Um movimento com trajectdria curva pode ter uma acelera-
¢ao nula? Justificar.

Um estudante coloca a mao a frente de um sensor de mo-
vimento e realiza o seguinte movimento: aproxima a mao
lentamente do sensor e depois, afasta-a, mais rapidamente,
até a posicao inicial.

(a) Qual dos grificos de z em funcao de ¢ da figura 2.20,
aparece no programa de aquisicao? Justificar.
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(b) Escrever uma descrigao verbal do tipo da indicada acima
para os outros trés graficos.

(c) Representar esquematicamente as velocidades e acelera-
¢oes destes quatro movimentos, tendo particular aten-
¢ao a determinacao dos intervalos em que estas fungoes
sao positivas, negativas, crescentes ou decrescentes.

) // ; /‘
(a) t (b) t
X
e
(© t (@

Figura 2.20: Gréficos de x em fungao de t.

2.7. Um corpo move-se ao longo do eixo Oz. Deslocou-se 10m a
uma velocidade média de 5ms~'e os seguintes 10m a uma
velocidade média de 2ms~!. Qual foi a sua sua velocidade
média, neste deslocamento de 20m:

(a) Tms™!;
(b) 20/7Tms™1; 8
(c) 3,5ms L.

2.8. A fig. 2.21 mostra quatro posigoes (A a D) na érbita circular
da Terra em torno do Sol. A norma da velocidade da Terra
pode ser considerada constante em toda a drbita. Para o sis-
tema de eixos indicado, responder, justificando as seguintes
perguntas. D

Figura 2.21: Orbita da

(a) Quais as coordenadas de velocidade positivas, negativas T
erra.

ou nulas nos quatro pontos da 6rbita, A a D?
(b) Quais sao as coordenadas da aceleragao média que sao
positivas, negativas, ou nulas nos seguintes intervalos:
i. Entre A e B.
ii. Entre A e C.

(¢) Qual é a aceleracao média no intervalo de um ano (pe-
riodo da érbita)?
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2.9. Na Fig. 2.22 estao representados graficos referentes a quatro
movimentos em uma dimensao, dois representando a veloci-
dade, (a) e (d), os outros dois a posicao, (b) e (c) .

v X

© (d)

Figura 2.22: Dois graficos de velocidade (a) e (d) e dois de posigao (b) e
(¢) para quatro movimentos.

(a) Identificar a qual dos seguintes movimentos corresponde
cada gréfico:

i. Um automodvel a arrancar quando o semaforo passa
a verde
ii. uma pedra a cair de uma certa altura, na vertical,
para um lago;
iii. um comboio que para ao chegar a uma estagao;
iv. um carro PASCar, equipado com magneto, que co-
lide com outro em movimento.

(b) Representar, esquematicamente, os graficos de posicao
correspondentes a (a) e (d) e velocidade corresponden-
tes a (b) e (c).

2.7.3 Problemas

2.1. Um homem persegue um trilho numa floresta. Desloca-se
500m para Este, 500m para Norte e 500m para Sudeste.

(a) A que distancia estd do ponto de onde partiu?

(b) Que deslocamento tem que fazer para voltar ao ponto
de partida?

2.2. Considerar a Tabela 2.3, da pagina 31.

(a) Qual teria que ser o valor da coordenada z em t = 1s
para que a velocidade média no intervalo de tempo entre
t=0e1,0s fosse a mesma que entre t =1,0 e 2,057
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(b) Qual teria sido, nesse caso, a velocidade média entre
t=0,5set=1s8?

Foi considerada inconstitucional uma lei que permitia mul-
tar por excesso de velocidade os condutores cujo tempo de
viagem entre duas portagens fosse inferior a um certo limite.
O limite de velocidade é de 120kmh~".

(a) Definir a grandeza velocidade a que se refere o cédigo
da estrada.

(b) Para uma tolerancia de 20kmh~! acima do limite, e
uma distancia entre portagens de 300km, qual é o tempo
minimo que um condutor poderia demorar sem ser mul-
tado?

Dois automéveis fazem uma viagem de 200km seguindo o
mesmo percurso. O primero demora duas horas, fazendo
uma “média” de 120km h~' na primeira hora. O segundo
fez a mesma média de 120km h™'nos primeiros 100km da
viagem.

(a) Qual foi a velocidade (celeridade) média do primeiro
automédvel na segunda hora?

(b) O segundo automdvel fez a média determinada na ali-
nea anterior nos segundos 100km da viagem. Qual dos
carros fez a viagem mais depressa? Por quanto tempo?

Um esfera move-se num calha linear horizontal e nos instan-
test = 1s et = 2,5s ocupa as posicoes de coordenadas
z = 0,78m e z = 0,22m, respectivamente. Supondo que o
seu movimento é uniforme,

(a) determinar a equacdo do movimento x(t);

(b) calcular a coordenada x da esfera em t = 2s.

Estou no inicio de um corredor. Comeco a andar (¢t = 0),
desloco-me 8m em 5s e paro nessa posicao.

(a) Qual é a minha velocidade média no intervalo entre
t=0et=5s?

(b) Qual é a minha velocidade média entret = 0et = 10s?

(c) Explicar os resultados anteriores usando um grafico de
posicao em funcao do tempo. Tragar rectas cujos decli-
ves correspondam as respostas das alineas anteriores.
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2.7. Um automével acelera de 0 a 100kmh~! em 6s em linha
recta.

(a) Qual é a sua aceleragao média neste intervalo de tempo?

(b) Se a sua aceleracao for constante, qual é o seu desloca-
mento entre t = 0 e t = 68?7 Qual é a sua velocidade
média neste intervalo?

(c) Qual é sua velocidade ao fim de 3s (aceleracao cons-
tante)?

(d) Em que intervalo de tempo foi maior a sua variagao
de energia cinética, nos primeiros 3 segundos ou nos
ultimos trés (aceleragao constante)?

2.8. Calculo de velocidade instantanea com calculadora.
Suponhamos um movimento com a lei:

z(t) = 262,
Queremos calcular a velocidade instantanea em ¢t = 1. Ou
seja:
. x(1+ At) —2(1)
1)=1 . 2.12
o) = lim, At (2.12)

(a) Usando uma calculadora, calcular a razao que aparece
nesta equacgao para valores cada vez mais pequenos de
At: 1;0,1;0,01,.... Estimar o valor do limite.

(b) Este movimento tem a forma de um movimento unifor-
memente variado

1
z(t) = §at2 + vot + xo

a que corresponde uma velocidade
v(t) = at + vy

Verificar se o valor obtido na alinea anterior é confir-
mado por esta expressao.

(c) Representar graficamente x(t). Tracar a recta que passa
no ponto de abcissa t = 1 e ordenada x = 2 e tem o
declive calculado na alinea (a).

2.9. Dois veiculos iniciam um movimento rectilineo, partindo do
repouso, lado a lado, com uma aceleracio de 4ms~2. O
primeiro, ao fim de um segundo, passa a ter aceleracao nula.
A aceleracdo do segundo veiculo mantém-se constante.
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(a) Qual é a velocidade dos veiculos ao fim de 1s?

(b) Escrever as equagoes que determinam as respectivas ve-
locidades em fungao do tempo. Representd-las grafica-
mente.

(c) Determinar a distancia entre a posigao do primeiro vei-
culo ao fim de dois segundos e a sua posigao inicial.

(d) Calcular a distancia entre os dois veiculos ao fim de dois
segundos de movimento.

2.10. No movimento de um corpo ao longo do eixo dos xz, a coor-
denada de posicao em funcao do tempo é dada pela equagao:

x(t) = 5(t — 1)
(z em metros e t em segundos).

(a) Determinar:

i. a velocidade média entret =0e t = 1.
ii. A velocidade média entre t =1 e t = 2.
iii. O deslocamento entret =1et = 3.

(b) Mostrar que este movimento tem aceleragao constante
e determind-la. Calcular a velocidade e posicoes iniciais
(t=0).

(c) Representar graficamente x em funcao de ¢ entre ¢ =
—2 e t = 2. Inspeccionando o grafico, determinar os
intervalos de tempo em que a velocidade instantanea é
negativa e aqueles em que é positiva.

2.11. O movimento de um corpo é determinados pelas seguintes
equagoes para as suas coordenadas num sistema de eixos
ortogonal:

z(t) = 2% +5t
y(t) = —26>+1.

(a) Quais sao as equagdes que determinam as repectivas
coordenadas de velocidade v, (t), vy(t)?

(b) Qual é a direcgao da velocidade inicial ¢(0)?

(c) Qual é a direcgao e norma da aceleragao deste movi-
mento?

2.12. O grafico da figura 2.23 ao lado corresponde ao movimento
de um carro numa calha.

Figura 2.23: Que
movimento é este?
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(a) Em que instante inverte o carro o sentido de movi-
mento?

(b) Em que instante volta o carro a estar na sua posicao que
ocupava no instante t = 07 Qual foi o seu deslocamento
nesse intervalo?

(c) Qual é a aceleracao deste movimento?

(d) A calha esté horizontal e o carro desloca-se ligado por
um fio, que passa numa roldana, a uma massa suspensa.
A massa subiu ou desceu, neste movimento?

2.13. O grafico da figura 2.24 representa a coordenada de posigao

xims de um disco que se desloca em linha recta sobre um lago

o gelado.

30 -

20

1or tis (a) Este movimento é uniforme? Justificar.

s m® (b) Representar o correspondente grifico de velocidade.

Figura 2.24: Que (¢) Qual foi a aceleracao média entre o instante inicial e o
movimento é este? instante final (¢t = 18s) 7

(d) Se a velocidade do disco nao se alterasse quando t =
6's, qual seria a sua posicao ao fim dos 18s? Em que
instante passaria na origem?

2.14. Um automével desloca-se numa recta a velocidade de 80kmh 1.
O condutor avista um obstaculo e trava. O tempo de reacgao
do condutor é de 0,2s (tempo que decorre entre o instante
em que avista o obstdculo e inicia a travagem) e a aceleracao
do automével em travagem é de —4ms—2.

(a) Quanto tempo demora o automével a imobilizar-se, desde
que o condutor avista o obstaculo?

(b) Qual é a sua velocidade ao fim de um segundo de tra-
vagem?

(¢) Que distancia percorre o automével antes de se imobi-
lizar?

2.15. O gréfico da Fig 2.25 representa a variagao de velocidade de
um corpo que é largado de uma altura h . Ao fim de cinco
segundos de queda abre-se um pequeno para-quedas e a sua
velocidade diminui bruscamente. Atinge o solo ao fim de 21
segundos de queda.

(a) Qual foi a aceleragdo do corpo nos primeiros 5s de
queda?
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v/msT
5 10 15 20 t/s

Figura 2.25: Velocidade em func¢ao do tempo para um corpo em queda
com abertura de para quedas.

(b) Determinar a equagao que descreve a variacao da velo-
cidade com o tempo nos primeiros 5s de queda.

(¢) Qual foi a aceleragdo média nos 21 s de queda?

(d) De que altura h caiu o corpo? A que altura estava
quando abriu o para quedas?

(e) Desenhar o gréfico da posigao z do corpo (distancia na
vertical ao solo) em fungao do tempo.

2.16. A fig. 2.26 mostra a trajectéria de uma bola de futebol apds a
marcac¢ao de um livre. No plano da trajectdria a velocidade
inicial da bola tem coordenadas (eixo Oz horizontal e Oy
vertical):

7 = (30,5)ms™ "

(a) Qual é a norma da velocidade inicial da bola em quils-
metros por hora?

(b) Se a aceleragdo média do movimento no primeiro se-
gundo de voo, fosse a aceleracao da gravidade,

= (0,-10)ms 2,
qual seria o vector velocidade final (f = 1s)? Qual seria

a respectiva norma?

(c¢) A resisténcia do ar ao movimento da bola deve contri-
buir para reduzir velocidade da bola. Qual serd o sinal
da coordenada x da aceleracao média? Justificar.

2.7.4 Desafios

2.1. Como usar a definicao da caixa 2.2, da pédgina 20, para cal-
cular o perfmetro de um circulo? Para evitar trabalhar com
um curva fechada consideremos meio circulo.

Figura 2.26: Trajectoria
de uma bola de futebol



Figura 2.28: Qual é o
comprimento, d, da
corda?
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(a) Se aproximarmos o perimetro de meio circulo pelo com-
primento do segmento entre A e B obtemos

So = 2r.

Que valor obtemos se usarmos o ponto intermédio C' e
substituirmos o perimetro pela soma dos comprimentos

ACe CB?

(b) Mostrar que perimetro de meio circulo pode ser dado
pelo limite da seguinte expressao quando n tende para

infinito: o
180°

S, = 2rnsin < > .
2n

Sugestao: ver a figura 2.28

(c) Usando a maquina de calcular, estimar esta expressao
para n = 100, 1000, 10000 e 100000 (r = 1). Comparar
com o valor de 7.

2.2. A coordenada x(t) de um movimento uniformemente variado
é dada pela equagao (ver péagina 40):

1
x(t) = 5a,t2 + vot + 20

(a) Obter a seguinte expressao para a velocidade média
desta coordenada z(t) no intervalo [t,t 4+ At]:

vm:vo—i—at—i—gAt

(b) Usando a definigao 2.8, obter a velocidade instantanea
v, (t) e comparar com a equagao 2.10.

(¢c) Mostrar que, para um movimento uniformemente vari-
ado, a velocidade média num dado intervalo de tempo
¢ igual a velocidade instantanea no ponto médio desse
intervalo.

2.3. Numa das actividades do 10° ano (Actividade A5) foi estu-
dada a queda livre de um corpo, tendo-se verificado que a
velocidade, ao fim de uma queda de uma distancia h, era
dada pela expressao

v? = 2¢bh.

(a) Mostrar que as equagoes de de z(t) e v(t) para movi-
mento uniformemente acelerado com velocidade inicial
nula, dao este resultado, desde que a aceleracao seja g
(na vertical, sentido descendente).
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2.4. Considerar um corpo em movimento rectilineo com acelera-
¢ao constante @ = al.

(a) Usando as equagbes de movimento para vz(t) e x(t)
mostrar que a variacao de energia cinética do corpo é
dada por

AE. = E.(t) — E.(0) = ma x Ax(t)

(b) Qual é o trabalho realizado sobre este corpo neste des-
locamento? Qual é o valor da forga correspondente?
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