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Parte 1

Movimento e Leis de
Newton






Capitulo 5

Por que é que a Lua nao
cai?

5.1 Introducao

Todas as criangas (ou pelo menos aquelas que tém oportunidade
de se desenvolverem em circunstancias normais) passam por uma
fase de intensa curiosidade sobre o mundo natural. Querem saber
a razao de tudo, questionando sem parar os adultos do porqué das
coisas. Ou seja, todos fomos cientistas numa altura das nossas
vidas. Uma pergunta frequente nessa fase da vida é a seguinte:

Por que € que a Lua nao cai para a Terra?

Esta pergunta volta a surgir, com alguma frequéncia, mais tarde,
ao estudar a Lei da Gravitacao Universal: se a Terra atrai a Lua,
se 0 Sol atrai os planetas, por que é que a Lua néo cai para a Terra
e os planetas para o Sol?

A evolucao para uma visao cientifica do mundo exige quase sempre
uma nova maneira de ver aquilo que ja nos é familiar. A resposta
de Newton a este respeito foi clara: a Lua cai para a Terra e os
planetas para o Sol. A maneira como Newton viu estd ilustrada
na Fig. 5.1, que surge nos Principia em 1687.

Nela se mostram varias trajectorias de projécteis, lancados do alto
de uma montanha, com velocidades horizontais sucessivamente
maiores. Os projécteis atingem a superficie da Terra a distancias
crescentes do ponto de langamento (D, E, F, C, B, A). A figura
sugere que, com velocidade suficiente, o projéctil podera passar

7



> heliocéntrico: com o
Sol (Hélios em grego) no
centro.
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From Newtan's Priveipic,
1687

Figura 5.1: Uma ilustragao dos Principia de Newton.

a orbitar a Terra, apesar de a sua trajectdria se encurvar de um
modo semelhante a dos projécteis que "acabam por cair”.

Com esta maneira de ver Newton estava a raciocinar sobre o movi-
mento dos astros (a Lua) e dos corpos na Terra, usando os mesmos
conceitos. Hoje isso parece-nos inteiramente natural. No século
XVII era ainda muito controverso. Na altura ja era conhecido o
modelo heliocéntrico de Copérnico. Kepler tinha mostrado que,
num sistema de referéncia em que o Sol esta em repouso, os mo-
vimentos dos planetas sao elipses, ocupando o Sol um foco. Os
movimentos dos planetas em relagao a Terra (num sistema em que
a Terra estd em repouso) sao muito mais complexos por causa do
préprio movimento da Terra em relagao ao Sol.

Contudo, o modelo heliocéntrico nao era de modo nenhum consen-
sual. As autoridades religiosas, em particular, resistiram a aban-
donar as concepgoes geocéntricas de Ptolomeu e Aristdteles, que
julgavam mais de acordo com algumas passagens da Biblia. Os
trabalhos de Newton contribuiram decisivamente para a ideia de
que as mesmas leis governam o movimento na Terra e nos céus,
um aspecto fundamental da visao do mundo que hoje partilhamos.

O movimento dos planetas no Sistema Solar foi muito importante
na descoberta da Lei da Gravitagao Universal e serd o primeiro t6-
pico deste capitulo. Depois, discutiremos os varios tipos de orbitas
possiveis em torno de um astro, relacionando-as com o conceito de
energia potencial gravitica. Finalmente, faremos uma breve intro-
ducao ao conceito de movimento assistido por gravitagao, referido
no capitulo 1 a propdsito da viagem das Voyager.



5.1. INTRODUCAO

m Copérnico e Kepler m
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Nicolaus Copernicus (1473-1543) Johannes Kepler(1571-1630)

Nicolaus Copernicus (ou Mikolaj Kopernik na forma original do
seu nome) nascido em Frauenburg, na actual Poldnia, publicou
em 1543, no ano da sua morte, a obra De revolutionibus orbium
coelestium (Sobre as revolugoes dos corpos celestes) em que defen-
dia que o movimento de rotagao da Terra explicava o movimento
didrio aparente das estrelas (incluindo o Sol); que o ciclo anual
de movimentos do Sol, se devia a revolugao da Terra em torno
dele; e que a aparente inversao dos movimentos dos planetas no
céu (movimento retrégrado), se devia igualmente ao movimento
da Terra de onde eram observados.

Johannes Kepler, matemaético e astrénomo, nascido em 1571, em
Wurttemberg, na actual Alemanha, usando dados observacionais
do astrénomo Tycho Brahe, mostrou que o modelo heliocéntrico
de Copérnico implicava orbitas planetarias elipticas com foco no
Sol. Quando observadas relativamente a Terra essas orbitas pa-
recem curvas muito mais complexas.

Outro ardente defensor da hipétese de Copérnico, como repre-
sentacao do real e nao apenas hipotese de calculo, foi Galileu.
Por essa razao entrou em conflito com a Igreja, que defendia que
a visdo ptolomaica e aristotélica (Terra no centro do Universo)
era a Unica compativel com certas passagens biblicas. Galileu
foi julgado e condenado pelo tribunal da Inquisigao, tendo sido
obrigado a renunciar publicamente as suas ideias, e proibido de
as ensinar.

Caixa 5.1: Nicolau Copérnico e Johannes Kepler.




Figura 5.2: Se os
semi-eixos menor, b, e
maior, a, da elipse forem
iguais esta é uma
circunferéncia.
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5.2 Movimentos planetarios e gravitagao

Para simplificar a nossa discussdo, vamos supor que as érbitas dos
planetas sao circulares. Na realidade, trata-se de uma excelente
aproximacao para quase todos os planetas do Sistema Solar, pois
os semi-eixos maiores e menores das elipses sao quase iguais. No
caso da drbita da Terra, por exemplo, a razao entre os semi-eixos
menor e maior da dérbita é

b_ 0,99986,
a

ou seja b =~ a.

Uma outra simplificacado importante resulta do facto de a massa
do Sol, Mg, ser muitas vezes superior a massa combinada de to-
dos os planetas do Sistema Solar. Embora a forga que o Sol exerce
num planeta e a que este exerce sobre o Sol tenham a mesma in-
tensidade, pela terceira lei de Newton, a aceleracao do Sol é muito
menor que a dos planetas, devido a sua grande massa. E, pois,
uma boa aproximacao supor que o Sol nao se move por efeito das
forgas exercidas pelos planetas. Uma situacao semelhante ocorre
para érbitas de satélites, ou mesmo da Lua, em torno da Terra.

5.2.1 Aceleracao dos planetas

Afinal, por que andam os planetas a volta do Sol? Naturalmente,
por que ele esta 14! Que outra razao, que nao a presenca do Sol,
pode explicar que todos os planetas se movimentem em Orbitas
(quase) circulares, centradas, precisamente, no centro do Sol? A
presenca de uma estrela no centro do sistema solar determina esta
danca dos planetas.

E se o Sol nao existisse? Se desaparecesse de repente, isto é, se
desligassemos a sua interacgao com os planetas? O que aconteceria
aos seus movimentos? Parariam? Manter-se-iam inalterados?

O que Newton respondeu, com base na primeira lei de movimento,
foi que os planetas passariam a deslocar-se em linha recta, segundo
a tangente a sua drbita. A sua velocidade seria a que tinham no
momento de desaparecimento da interaccao gravitica.

A Fig. 5.3 ilustra o pensamento de Newton. Imaginemos um sis-
tema de eixos Oxy com origem num ponto qualquer da drbita. A
direccao Ox é tangente a trajectéria em O e Oy é a direccao ra-
dial. Se o Sol desaparecesse quando o planeta estd em O, ao fim de
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Figura 5.3: Se o Sol desaparecesse quando o planeta estd em O, este
passaria a deslocar-se ao longo de uma recta; ao fim de 1 segundo teria
andado uma distancia igual a que estava a percorrer na érbita em cada
segundo.

algum tempo, ele estaria em P e ndo sobre a orbita. A distancia
ao Sol seria R + Ah. A atraccao do Sol fez com que a distancia
seja R (6rbita circular). Logo, a queda foi de Ah.

Ao passar em O, a velocidade do Planeta tem a direcgao do eixo
Oz, tangente a trajectéria. A sua componente v, ¢ nula. Um
pouco mais a frente, no ponto @, a velocidade rodou ligeiramente
e j& tem uma componente negativa segundo Oy. Se v, ¢ nula em
O e negativa em @, entao ha uma aceleracao na direcgao negativa
do eixo Oy no ponto O da 6rbita.

Esta ideia, apesar de muito simples, é uma maneira totalmente
nova de pensar sobre o movimento circular dos planetas. O movi-
mento livre, natural, seria em linha recta com velocidade uniforme.
Mas o Sol atrai os planetas e estes, sob a acgao dessa atraccao, en-
curvam o movimento em direccdo ao Sol. O movimento circular
implica uma “queda” em direcgdo ao Sol.

Na préxima seccao vamos apresentar um argumento baseado em
geometria elementar que permite mostrar que o médulo desta ace-
leracao, dita centripeta, vale

ac =& (5.1)

em que v é o médulo da velocidade do planeta e R o raio da trajec-
téria circular'. O argumento ilustra o modo como se desenvolvem

!Esta férmula vale, também, para outros tipos de trajectéria, se R for

v0)

Figura 5.4: A velocidade
do planeta rodou entre O
eQ. vy énulaem O e
negativa em @, logo ha
uma acelera¢ao na
direccao do centro da
orbita.



> Actividade 5.2

12 CAPITULO 5. POR QUE E QUE A LUA NAO CAI?

raciocinios tedricos em fisica, mas pode ser omitido sem prejuizo
do material que se segue. Na actividade 5.2 explora-se o conceito
de aceleracao centripeta com um método gréfico.

5.2.1.1 Aceleragao centripeta

Um pouco de geometria elementar permite-nos saber quanto cai a
Terra num intervalo de tempo At em direcgao ao Sol. Atentemos
na Fig. 5.3 da pagina 11. Pelo teorema de Pitagoras:

(R+ Ah)? = R? + (Ax)?,

o que d&, desenvolvendo o quadrado do primeiro membro,
(ARh)? + 2RAh + R* = R* + (Ax)?

ou seja,
(Ah)? +2RAR = (Ax)?. (5.2)

O raio da érbita da Terra é conhecido e pode ser lido numa tabela
de dados astronémicos, R = 1,5 x 10''m = 1UA. Por outro lado,
uma vez que Ax é o deslocamento que a Terra teria se a sua
velocidade passasse a ser uniforme ao passar em O, temos

Ax

U:E:>Ax:vAt

em que v é o médulo da velocidade orbital da Terra (ver Caixa 5.2).

Conhecidos Az e R, poderiamos calcular Ah resolvendo a Eq. 5.2,
uma equacao de segundo grau para Ah. Mas nem isso é necessa-
rio. Para intervalos de tempo, At, muito menores que um ano, a
Terra percorre distancias muito menores que o raio da sua orbita.
Num segundo, por exemplo, percorre menos de 30km, uma fracgao
pequenissima do raio da 6rbita da Terra, 1,5 x 10 m (150 milhdes
de quilémetros). A distancia de queda, Ah, é ainda menor que
Az, logo muito menor que R, o raio da érbita da Terra:

Ah < R.
Multiplicando ambos os membros por Ah, obtemos

(Ah)? < ARR

interpretado como o raio de curvatura da trajectoria. Contudo, este conceito
nao serd discutido nestas notas.
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m Velocidade orbital da Terra m

O médulo da velocidade orbital da Terra pode determinar-se a
partir do periodo da sua 6rbita e da sua distancia média ao Sol.
Neste calculo estamos a considerar que a o6rbita é circular, que
como vimos acima, é uma excelente aproximagao. O periodo da
orbita é de um ano:

T = 1ano = 365,3 x 24 x 60 x 60 = 3,16 x 107 s.

A distancia percorrida nesse intervalo de tempo é o perimetro da
érbita. Como o raio da érbita é 1,5 x 10 m:

As =27R=9,42 x 10 m

O moédulo da velocidade é entao

_2rR 9,42 x 10"

=T T =298 x10*m s~ %

Em cada segundo a Terra percorre quase 30km ao longo da sua
orbita.

Caixa 5.2: Calculo da velocidade orbital da Terra

Portanto, podemos desprezar na Eq. 5.2 o termo em (Ah)? com-
parado com 2AhR, e resolver em ordem a Ah:
(Az)?

Ah = —. 5.3
h 2R (5:3)

Mas por que razao estamos a considerar valores pequenos de Ax
ou At? A verdade é que velocidades ou aceleragoes instantaneas
envolvem sempre o limite At — 0. Como o nosso objectivo é
calcular a aceleragao instantanea do corpo no ponto O podemos
considerar valores pequenos de At e, consequentemente, de Azx.

Usando Az = vAt,

U2

Ah = ——(At)%

55 (AY)

Para At pequeno (At — 0), a direcgdo do deslocamento Ah
confunde-se com a direccao do eixo Oy e podemos escrever

102

Ay = —=—(At)% 5.4

y=—5(a) (54)

Voltemos agora a comparacao com o movimento de um projéctil

lancado na horizontal a superficie da Terra, conforme ilustrado na

figura 5.1 dos Principia (pagina 8).



—LM
Figura 5.5: Movimento de

um projéctil a superficie
da Terra.
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Com a escolha de eixos representada na figura 5.5 o movimento
do projéctil pode ser escrito na forma:

Az = vAt
1
Ay = —§a(At)2 (5.5)

em que v é a velocidade do projéctil na direccao horizontal e —a
a aceleracao na direccao vertical.

Reparemos, como Newton, na semelhanca entre as equagoes 5.5
e 5.4. Newton concluiu que um movimento circular de raio R
com médulo da velocidade v, tem uma aceleracao, dita aceleracao
centripeta, dirigida para o centro da trajectdria, de médulo

e = —.
R
Em resumo, o movimento circular uniforme é acelerado porque
a direcgao da velocidade varia. A aceleracao é dirigida para o
centro da trajectéria.

Pela segunda lei e Newton, uma aceleracao implica um forga: os
planetas tém que ser atraidos em direccao ao Sol para se manterem
nas suas 6rbitas. A correcta andlise do movimento circular foi um
passo decisivo na descoberta da Lei da Gravitagao Universal

Exercicio: Calcular Ah para um intervalo de tempo At =
1s e verificar que, tal como previmos, (Ah)? < 2hR.

A velocidade orbital da Terra é aproximadamente
v=30kms !
e o raio da érbita, R = 1,5 x 10" m; a aceleracio é

(30 x 10%)° L o
CLC:W:6X10 =6mms

A “queda” da Terra em direcgao ao Sol em cada segundo é

A=
2

%x 12 = 3mm.

5.2.2 Aceleragao dos Planetas e distancia ao Sol

Recorrendo a uma tabela de dados astronémicos, podemos calcular
as aceleracoes centripetas de todos os planetas do Sistema Solar,
conforme se sugere na Actividade 5.3. Esse estudo permite tirar a
seguinte conclusao:
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/home/jlsantos/trabalhos/cursos/faraday/figs/capb_11_lua_terra.eps

Figura 5.6: havera alguma relacao entre a aceleragao da gravidade a
superficie da Terra e a aceleracao centripeta da Lua na sua 6rbita?

e os planetas do Sistema Solar tém uma aceleracao, em direc-
¢ao ao Sol, que nao depende da massa de cada planeta, mas
apenas da respectiva distancia ao Sol;

e A aceleracdo de cada planeta é inversamente proporcional ao
quadrado da respectiva distancia ao Sol:

1,33 x 107

ms
R2

Qe
O produto a. x R? vale o mesmo para todos os planetas do
Sistema Solar.

Este estudo sugere uma observacao e uma questao:

e Observagao: A aceleracao da gravidade a superficie da
Terra, é a mesma para todos os corpos. Acabamos de ver
que este resultado vale, também, para o movimento dos pla-
netas em relagao ao Sol. A respectiva aceleracao depende da
distancia ao Sol, nao da massa dos planetas.

e Questao: um corpo a superficie da Terra e a Lua (ou um
satélite) estao ambos sujeitos a atracgao da Terra. Serd que
a. X R? é o0 mesmo para a queda dos graves na Terra e para
a Lua na sua érbita? Serd que a atraccao da Terra segue a
mesma lei que a do Sol?

5.2.3 A queda da Lua e de um corpo

Um corpo sujeito apenas ao seu peso, a superficie da Terra, cai
com um aceleragao constante. O seu deslocamento na vertical é
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dado pela lei do movimento uniformemente acelerado. Usando
um eixo vertical, sentido ascendente podemos escrever, para uma
velocidade inicial nula:

_ 1 o
Y="Yo 29 .

A aceleracao, g, vale:
g=9,81ms 2.

O raio da Terra é de vérios milhares de quilémetros:
Ry = 6,38 x 10% k.

Por isso, mais metro menos metro, podemos considerar que, para
um corpo proximo da superficie da Terra, a distancia ao centro da
Terra é Ry e

g x R%=3,99 x 10" m®s~2. (5.6)

De acordo com o raciocinio que fizemos acima, a Lua também
acelera em direccao ao centro da Terra. A velocidade orbital da

Lua é

2R
v = WT =1,02 x 103msfl,

sendo R = 3,84 x 108m e T o perfodo da érbita da Lua em torno
da Terra (27,3 dias). Assim sendo,

—”2—271 103 ms2
GC—E—, X ms s

ae X R2 =4,00 x 10" m®s~2 (5.7)

Foi a igualdade dos valores das equagoes 5.6 € 5.7 (a menos de ine-
vitaveis erros de aproximagao) que convenceu Newton da justeza
das suas ideias:

Os movimentos da Lua e dos corpos a superficie
da Terra sao regidos pelas mesmas leis.

Curiosamente, a publicacao da Lei da Gravitacao Universal foi
atrasada de varios anos porque, no primeiro cdlculo que fez, New-
ton usou um valor errado da distancia Terra-Lua. Este resul-
tado tem uma importancia que nao pode ser exagerada. Trata-se
de grandezas relativas a movimento na Terra (Eq. 5.6) e no céu
(Eq. 5.7). A suaigualdade simboliza a unificagao entre o movimen-
tos celestes e terrestres, que alterou para sempre a nossa maneira
de ver e de nos situar no Universo.
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5.2.4 Lei da Gravitacao Universal

Podemos, entao, concluir da andlise dos movimentos nos campos
graviticos do Sol e da Terra os seguintes factos:

a) Os planetas, no seu movimento circular, tém uma aceleragao
na direccao do centro do Sol que é inversamente proporcional

a R?,

1,33 x 10%°

ac ms~ 2 (campo graviticodoSol)  (5.8)

b) A Lua e qualquer corpo sujeito predominantemente & atracgao
da Terra, tém uma aceleragao dirigida para o centro da Terra
dada por

4,00 x 10
DX ns? (campo gravitico da Terra). (5.9)

G 2
em que R é a distancia ao centro da Terra.

Por que razao os numeradores destas duas leis tém valores dife-
rentes? Segundo Newton, estas aceleragoes sao diferentes porque
a massa do Sol é superior a da Terra.

A lei da Gravitagao Universal afirma que a forga exercida pelo Sol
num corpo de massa m, a distancia R, tem a direccao do centro

do Sol e médulo
GmM@

R2
Esta forga origina uma aceleragao (segunda lei):

F:

P GM
m  R?

ac (campo gravitico do Sol).

No caso do campo gravitico da Terra

P GMy
m  R2

ac (campo gravitico da Terra).

Estas expressoes correspondem exactamente as leis que obtivemos
da andlise dos movimentos em torno do Sol (Eq. 5.8) e da Terra
(Eq. 5.9) . Devemos, entao ter:

GMy = 1,33 x 102 m3 72

GMyp = 4,00 x 10" m?s72
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De facto, a razao entre a Massa do Sol e da Terra é

Mo 1,99 x 10%

_ 5
My 507 <108 o33 x 10

que é, muito aproximadamente, o valor da razao das constantes
encontradas nas Fqgs. 5.8 e 5.9:

1,33 x 1020

_ 5
m—3,33><10

A constante (G, tanto quanto sabemos, descreve o movimento no
campo gravitico do Sol, da Terra, ou de qualquer corpo e vale

1,33 x 10 4,01 x 10

=6,67x 10 " m?s2kg L.
M, My , 67 X m’ s g

G:

E conhecida como a Constante de Gravitagcao Universal.

O percurso que fizemos para chegar aqui foi, no essencial o do
préprio Newton no século XVII.

5.2.5 Terceira Lei de Kepler

Um das consequéncias que Newton imediatamente retirou da sua
analise do movimento circular e da Lei da Gravitagao Universal foi
a relacao entre o periodo e o raio das érbitas planetdrias expressa
pela terceira Lei de Kepler:

O cubo do raio da érbita de um planeta, R?, é propor-
cional ao quadrado do respectivo perfodo, T2

R? = KT? (5.10)

A constante K (constante de Kepler) é a mesma para
todos os planetas do sistema solar.

Newton sabia que um planeta numa drbita de raio R com veloci-
dade v, tem uma aceleragao em direcgao ao Sol,

Ae = —.

R

A segunda lei de movimento implica que o Sol exerga uma forga
sobre o planeta dada por

F = ma,.
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Esta forga & dada pela lei de Gravitacao Universal, pelo que

mM v?
G =mp. (5.11)

A massa do planeta cancela nos dois lados da equacdo e obtemos
v’R = GM (5.12)
Para relacionar com o periodo da orbita recordemos que

2rR L2 472 R?
V= — =0 = ——
T T2

que, substituido na equacao anterior, da:

Resolvendo em ordem a R3, obtemos a terceira lei de Kepler na
forma:

G M,

3 O 2

= T=. 1
R 12 (5.13)

Kepler chegou a sua leis de movimento planetario através da pro-
cura de regularidades matematicas nas observacoes astronémicas
de Tycho Brahe. A anélise de Newton levou-o muito mais longe:

e A constante de Kepler ficou determinada em termos de G e
da massa do Sol:
_ GMg
© Ar?

No século XVIII, Cavendish, usando uma balanga muito pre-
cisa, conseguiu medir directamente a atraccao gravitacional
entre duas esferas de massas conhecidas e determinar o va-
lor de G. Usando a relagao deduzida por Newton, Eq. 5.14,
ficou a conhecer a massa do Sol.

(5.14)

e O raciocinio de Newton é universal: vale para érbitas em
torno de qualquer corpo. Assim para drbitas em torno da
Terra:

R GM
= ==L (5.15)
T2 472

Em particular, esta relacao permite-nos relacionar os periodos e

raios das dérbitas dos satélites da Terra.
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Exercicio: um satélite em 6rbita no plano do Equador, com
um periodo orbital igual ao periodo de rotacao da Terra,
mantém uma posigao fixa em relagao a qualquer ponto da
Terra. Estes satélites dizem-se geo-estacionérios e sao muito
importante nas redes de comunicagoes por satélite. A que
altura deve orbitar um satélite geo-estacionario?

Uma vez que T = 24 h,
T? = (24 x 60 x 60)% = 7,5 x 10° s>

Usando a eq. 5.15

GMr
R3 _ T2
472
obtemos
m 6,7 x 1071 x 6,0 x 10%* x 7,5 x 10°

472
= 7,6x10%n?

extraindo a raiz cibica
R=42x10"m=42x 10*km

Esta é a distancia ao centro da Terra. Subtraindo o raio da
Terra, Ry = 6,4 x 10% km obtemos uma altura relativamente
a superficie da Terra:

h = 3,6 x 10*km

ou seja, cerca de 36 000 quilémetros (quase seis vezes o raio
da Terra).

5.2.6 Resumo

Quais foram as ideias principais introduzidas nesta seccao? Por
que nao escrevé-las num papel, antes de ler para a frente, para
depois comparar com o que se segue?

e O movimento circular uniforme tem uma aceleracao dirigida
para o centro da trajectoria, de médulo:

e = E
e Pela segunda lei de Newton, esta aceleragao implica a exis-
téncia de uma forca atractiva exercida pelo Sol nos planetas
do Sistema Solar e pela Terra na Lua e em todos os corpos
na sua proximidade.
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e O estudo das aceleracoes dos planetas do Sistema Solar mos-
tra que a respectiva aceleracao é inversamente proporcional
ao quadrado da respectiva distancia ao Sol; de modo seme-
lhante, a razao entre a aceleracao da Lua e de um corpo a
superficie da Terra é igual ao inverso da razao dos quadrados
das respectivas distancias ao centro da Terra:

G1ua R_’%

g R*

e Estes resultados encontram a sua explicagao natural na Lei
da Gravitacao Universal;

—

— como a forca gravitacional sobre um corpo, F', tem um
moédulo proporcional a respectiva massa, a sua acelera-
¢ao devida a essa forca, F /m, nao depende dessa massa,
é a mesma para qualquer corpo nessa posi¢ao.

— A forga gravitacional é inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre os corpos em interacgao:
logo, as respectivas aceleragoes também sao.

5.3 Energia e orbitas

5.3.1 Orbitas fechadas e abertas

Por que razao sao quase circulares as érbitas dos planetas do Sis-
tema Solar? Sera que as leis de Newton s6 permitem este tipo de
orbitas?

De modo nenhum. E facil de ver que as leis de Newton permitem
orbitas muito diferentes das circulares. Consideremos orbitas em
torno da Terra como exemplo.

Imaginemos uma sonda na érbita circular a da figura 5.7; seja v
a sua velocidade. Suponhamos que, ao passar em P, a sonda liga
propulsores durante um curto intervalo de tempo e aumenta a sua
velocidade, sem alterar a direcgao. Que acontece a sua érbita?

A atracgao da Terra nao foi alterada, logo, a distancia de "queda”
em direcgao a Terra, em cada segundo, é a mesma que na orbita
a. Contudo, a distancia percorrida no mesmo intervalo de tempo
¢ maior, porque a velocidade é maior: o resultado é uma trajec-
téria com menor curvatura; na linguagem do automobilismo, uma
“curva menos apertada” em P. A Orbita resultante serda do tipo

Figura 5.7: Orbitas
possiveis em torno da
Terra.



Figura 5.8: No mesmo
intervalo de tempo, a
"queda”, Ah, é a mesma,
mas a velocidade é maior
na érbita b; a érbita tem
menor curvatura.

> Perigeu e apogeu:
pontos de uma érbita em
torno da Terra com dis-
tancias a Terra minima e

maéxima, respectivamente.

d

Figura 5.9: Uma 6rbita
aberta.
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da érbita b: uma érbita eliptica. Por outro lado, se a sonda dimi-
nuir a sua velocidade em P, a trajectoria terd maior "curvatura” e
serd do tipo da drbita c. Se a velocidade em P for suficientemente
pequena, pode até acontecer que a Orbita resultante intersecte a
superficie da Terra. A sonda "cai”!

Questao: Por que é que um automobilista que entre numa
curva com velocidade excessiva se pode despistar?

Imaginemos que a curva é um arco de circulo de raio R.
Para se manter na estrada, o carro terd que estar sujeito a
uma forga dirigida para o centro do circulo, de médulo

2
F=m.
"R

<

Essa forca resulta do atrito entre os pneus do automoével e
o piso da estrada. Mas a forga de atrito é limitada. Se v
for demasiado grande, o valor de F, excede o maximo valor
possivel da forca de atrito. Se a forga aplicada ao carro for
inferior a Fy, o carro realiza uma trajectéria mais aberta
(raio de curvatura maior que o da estrada) e despista-se.

Quanto maior for o aumento de velocidade em P, maior serd a
distancia maxima a Terra que a sonda atinge (ponto A, apogeu da
6rbita), antes de "voltar para trds” devido a atraccao da Terra. Se a
velocidade for suficiente, a sonda pode mesmo escapar a vizinhanga
da Terra e continuar a afastar-se. Na figura 5.9 mostra-se uma
érbita deste tipo (d). Representa um corpo que, vindo de grande
distancia, é desviado pela atraccao gravitica da Terra e que volta
a afastar-se para sempre. Se o aumento de velocidade em P for
suficiente, a sonda pode passar da drbita circular, a, para uma
orbita aberta, deste tipo, d.

Escusado sera dizer que as mesmas consideracoes valem para or-
bitas no campo gravitico de qualquer outro planeta ou estrela. A
forga gravitacional e as leis de movimento apenas determinam a
aceleracdo, isto é, a maneira como varia a velocidade. A posicdo e
a velocidade de um corpo podem ser especificadas arbitrariamente
num dado instante. As drbitas consideradas nesta seccao tém em
comum o ponto P, a direccao da velocidade (tangente & circun-
feréncia em P), mas diferem no médulo da velocidade no mesmo
ponto P.

Voltando agora a questao no inicio desta seccao, a razao das orbitas
planetdrias serem quase circulares nao estd nas leis de Newton,
mas nas condigoes iniciais de formagao do Sistema Solar. Serd
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nos modelos de formacao do Sistema Solar que, eventualmente,
encontraremos resposta a essa pergunta. Saber se um determinado
corpo estda numa 6rbita aberta ou fechada é uma questao mais
simples, que vamos abordar a seguir.

5.3.2 Energia no campo gravitico

No inicio da novela Rendez-vous with Rama, de Arthur C. Clark,
astrénomos na Terra detectam um enorme objecto (Rama, um fan-
tastico cilindro construido por outra civilizagdo) em movimento em
direccao ao Sol. Facilmente determinam a sua posicao e velocidade
com alguns dias de observacao. Com base nesses dados, poderiam
determinar se a sua 6rbita, no campo gravitico do Sol, era fechada
ou aberta? A nave estava de passagem ou ia ficar a orbitar o Sol?

A resposta a esta pergunta depende de um cédlculo simples de ener-
gia. Para percebermos porqué temos que recordar alguns conceitos
de 10° ano.

No ano passado discutimos a energia potencial de um corpo a
superficie da Terra. Para elevarmos um corpo de massa m de uma
altura h, sem o acelerar, temos que exercer uma forca externa, F.,
de médulo igual ao do peso, mg. O trabalho realizado por F éa
variacao de energia do corpo no campo gravitico da Terra:

W, = for¢a x deslocamento = mgAbh.

Como o corpo nao é acelerado, s6 ha variacao de energia potencial,

AEp =mg A h. (5.16)

Depois de viajarmos com a Voyager, de discutirmos orbitas de
planetas e satélites, sejamos atrevidos e continuemos a elevar o
corpo até alturas comparaveis ou maiores que o raio da Terra.

Nesse caso, a expressao da equacao 5.16 deixa de estar correcta
) b
pois o peso do corpo varia com a distancia ao centro da Terra.

Com efeito, para um corpo a distancia R do centro da Terra, o
peso, a forca com que a Terra o atrai, vale em mdédulo,

GmMT

P = 2

Como o raio da Terra & de Ry = 6380km, em variagoes de altura
até alguns quilémetros, a distancia R quase nao varia e

GmMr

P~ 2 =my,

ARTHUR
CLARK
-

.

;

RENDELUGUS MITH

Figura 5.10: Capa da
novela, Rendez- Vous with

Rama uma novela de
Arthur C. Clark.

AEp =mgAh
Ah

Figura 5.11: Para
variagoes de altitude
muito menores que o raio
da Terra, o peso pode ser
considerado constante.



Figura 5.12: Para
variagoes de altitude da
ordem, ou superiores, ao
raio da Terra, o peso nao
pode ser considerado um
forga constante.
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com

_ GMy
9= R%.

Nestas situagoes a expressao da equagao 5.16 estd correcta.

J& um corpo a uma distancia 2Rr (a uma altura de 6380 km acima
da superficie) tem um peso, P’

P GmMyr GmMp 1
_= _= = —mM
QRp)* ~ 4arz 1Y

apenas um quarto do seu peso a superficie da Terra. Sendo assim,
o trabalho necessario para elevar um corpo de Ry para 2R nao
pode ser dado pela expressao da equacao 5.15, pois a forca externa
necessaria diminui com o aumento de R.

A expressao correcta da variacdo de energia potencial gravitica
quando um corpo passa de uma distancia R;— Ry é:

GmMT _ GMT)
R; Ry

AEP = m(

Se levarmos o corpo de R até uma distancia infinita da Terra,
Ry— oo, temos

Ep(c0) — Ep(R) = meT.

E habitual tomar como estado de referéncia o de afastamento infi-
nito, isto é, considerar energia potencial nula quando o corpo esta
infinitamente afastado da Terra (peso nulo),

Ep(o0) = 0.

Sendo assim,

GM
Ep(R) = —m RT.

O facto da energia potencial gravitica ser negativa significa apenas
que é menor que o seu valor no infinito, Ep(co) = 0. De facto,
¢ necessario realizar trabalho externo (aumentar a energia) para
afastar dois corpos que se atraem.
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m Energia Potencial Gravitica m

No texto afirma-se, sem demonstracao, que a variacao de energia
potencial gravitica de um corpo que passa de uma distancia R;
para Ry do centro da Terra é

R; Ry

35, =m (Sl _ G

Esta expressao pode escrever-se na forma

1 1
AE, = Mr | ——-——|.
p=mG T(Rz' Rf)

Reduzindo ao mesmo denominador as duas fracgoes,

Rf — R; G My
AE, = mGMy [ =) = m22T (R, — R).
p=m T( R:R; ) mRin( )

O termo entre paréntesis é a variagao de altura Ah = Ry — R;.
Se Ah < R;
R;R; = R; (R; + Ah) ~ R?

e obtemos uma expressao semelhante & usada no 102 ano:
AE, = mgAh

GMr
=

Em resumo, a expressao usada no 10° ano é uma aproximagao
valida quando a variagao de altura é muito menor que a distancia
ao centro da Terra.

Caixa 5.3: Energia potencial no campo gravitico da Terra.
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5.3.3 Orbitas abertas e energia

A energia total de um corpo que se move num campo gravitico
de outro é a soma da sua energia cinética com a energia potencial
gravitica,

1 GM

E=—mv? —m—; (5.17)

2 R
m é a massa do corpo e M a massa do planeta ou estrela em cujo
campo gravitico ele se move (estamos a supor, como sempre, que
M > m). Por conservagao de energia, a energia total é constante
em todos os pontos da érbita; R e v variam de tal maneira ao longo

da orbita que a expressao da equagao 5.17 se mantém constante.

E f4cil concluir daqui que a energia de uma 6rbita aberta é positiva.
Quando os dois corpos estao infinitamente afastados a energia po-
tencial gravitica é nula:

GM

m—— —0; se R — o0

R
Em pontos da érbita de grande afastamento (R — oo) a energia
total fica igual a energia cinética, que é sempre positiva. Como a
energia nao varia na érbita, ela é positiva em todos os pontos da
orbita.

Numa érbita com energia negativa, por outro lado, a distancia
entre os dois corpos terda um valor maximo; se a distancia pudesse
aumentar indefinidamente, a energia potencial gravitica tenderia
para zero e a sua soma com a energia cinética nao poderia manter-
se negativa: estas orbitas sao fechadas.

Assim, os astréonomos que observaram Rama teriam apenas que
calcular o segundo membro da equacao
E 1

1, GM,
Myrama 2 R

para o que precisavam apenas de saber a velocidade, v, e distancia
ao Sol, R, de Rama: se esta grandeza fosse positiva, a Orbita
seria aberta e Rama voltaria para o espaco interestelar; se fosse
negativa, Rama estaria numa 6rbita fechada em torno do Sol?.
Nao daremos a resposta: diremos apenas que esta é uma questao
importante na novela, uma das melhores obras de sempre de ficgao
cientifica.

2 . 1 - .
Supondo, é claro, que a 6rbita de Rama ndo a levaria a um encontro
préximo com um planeta.
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Exercicio: Podemos langar um projéctil que nunca mais
volte a Terra, que continue a afastar-se para sempre?

A energia total de um projéctil langado com velocidade v
de um ponto da superficie da Terra é:
1, GMr

L =- — .
2mv m R

Se esta energia for positiva, a érbita serd aberta e o corpo
afastar-se-4 para sempre da Terra. Para isso, a sua veloci-
dade terd que ser tal que

1, GMry

21} > Ry
ou

2G M

V> U = =11,2x10°m s,

Rr

A velocidade v, é a velocidade de escape da Terra. O
projéctil nao tem que ser lancado na vertical. Desde que
nao colida com a superficie da Terra pode ser lancado para
0 espaco em qualquer direcgao.

5.4 Movimento assistido por gravitagao

. Jupiter

\ g Orbita de langamento
Terra S da Voyager

27

Figura 5.13: Com a velocidade imprimida pelo foguetao de langamento,
e sujeitas a atracgao do Sol, as sondas Voyager teriam ficado num érbita
eliptica, com um afastamento maximo do Sol da ordem da distancia

Sol-Jupiter.

Na figura 5.13, reproduzida do Capitulo I, mostra-se a érbita de
langamento das Voyager. A velocidade com que sao langadas da
Terra pelos foguetdes Titan-Centaur soma-se & velocidade orbital
da Terra, e as naves entram numa orbita eliptica a volta do Sol,
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/home/jlsantos/trabalhos/cursos/faraday/figs/aires_voyager_jupiter2_fig

Figura 5.14: (a) Posi¢oes da Voyager relativamente a Jupiter espaca-
das de 20 horas; (b) Posigoes de Jiupiter em relagdo ao Sol nos mesmos
instantes.

com afastamento méximo do Sol da ordem do raio da orbita de
Jupiter. Como dissemos na altura, a passagem junto a Jupiter
permite aumentar a velocidade das naves relativamente ao Sol,
langando-as numa 6rbita aberta.

Como funciona este mecanismo? Como é possivel aumentar a
energia das naves no campo gravitico de Jupiter?

Na figura 5.14a representam-se posicoes sucessivas da sonda Voya-
ger I, separadas de 20 horas, durante o seu encontro com o planetal[l,
2]. Jupiter ocupa a origem do referencial, sem se movimentar, o
que significa que esta orbita estd representada tal como seria vista
por um observador em Jupiter (referencial de Jupiter). A uni-
dade de distancia usada, unidade joviana (UJ), é o raio do planeta
Jupiter:
1UJ=7,14 x 10'm = 7,14 x 10* kn.

O Sol encontra-se muito distante, no eixo Ox, com uma coorde-
nada x = —10700UJ. O efeito da atracgao gravitica do Sol no
movimento da sonda é muito menor que o de Jupiter no intervalo
de tempo representado nas duas figuras.

A 6rbita da Voyager em relagdo a Jupiter é aberta. A sonda
aumenta de velocidade ao aproximar-se do planeta, devido a sua
atraccao gravitacional, e reduz a velocidade ao afastar-se, pois con-
tinua a ser atraida por Jupiter. Neste referencial, o encontro com
o planeta apenas altera a direccao da velocidade da sonda, nao
altera o respectivo médulo. Se representarmos os deslocamentos
entre as posicoes 1 e 2 e entre 8 e 9, vemos que tém sensivelmente
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/home/jlsantos/trabalhos/cursos/[faraday/figs/aires_voyager_jupiter_v.eps

Figura 5.15: Para obter o deslocamento da sonda em rela¢ao ao Sol temos
que somar ao deslocamento em relagao a Jupiter, (1 — 2) e (8 = 9), o
deslocamento de Jupiter em relagdo ao Sol, (¢). O deslocamento em 20
horas é maior apds o encontro, (b), do que antes, (a).

o mesmo médulo. Sabemos que este resultado é uma consequéncia
da conservagao de energia no campo gravitacional de Jupiter: dois
pontos & mesma distancia de Jupiter tém a mesma energia poten-
cial gravitica: como a energia total é conservada, tém também a
mesma energia cinética, ou seja, a mesma velocidade.

Mas, durante as 20 horas que decorrem entre posigcoes sucessi-
vas, Jupiter desloca-se relativamente ao Sol na direcgao do eixo
Oy (fig. 5.14b). O deslocamento da sonda relativamente ao Sol
é obtido somando o seu deslocamento relativamente a Jupiter ao
deslocamento deste relativamente ao Sol. Ora, depois do encontro,
a velocidade da sonda em relacao a Jupiter e deste em relagao ao
Sol tém praticamente a mesma direccao e sentido. Como se vé
na figura 5.15, nas 20 horas entre 8 e 9, o deslocamento da sonda
relativamente ao Sol é muito superior em mdédulo ao que ocorre
entre 1 e 2. A velocidade da Voyager em relacgdo ao Sol aumentou
consideravelmente neste encontro. Na actividade 5.4 constrdi-se a
orbita da Voyager relativamente ao Sol, durante este intervalo de
180 horas, a partir das figuras 5.14.

5.5 Conclusoes

Neste capitulo explordmos uma parte muito pequena das con-
sequéncias da Lei da Gravitacao Universal. Nao falamos de marés,
dos anéis planetarios, da formacao de galaxias e estrelas por con-
traccao gravitacional. Até a dindmica da expansao do Universo
tem aspectos que se podem compreender usando mecanica newto-
niana, embora a Relatividade Geral de Einstein seja essencial para
uma compreensao detalhada da estrutura do Universo.

Alguns destes problemas sdo bastante mais complexos do que os



Figura 5.16: Qual das
trajectérias segue o
automovel ao
despistar-se?
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que discutimos neste capitulo. Mas é importante perceber que sao
as consequéncias das mesmas leis que o génio de Isaac Newton
desvendou para toda a Humanidade.

5.6 Actividades, Questoes e Problemas

5.6.1 Actividades

5.1. Visualizagao da orbita de um planeta relativamente
a outro.
Ver ficha de Actividade A24.

5.2. Aceleragao centripeta.
Ver ficha de Actividade A25.

5.3. Queda de planetas em direccao ao Sol.
Ver ficha de actividade A26.

5.4. Assisténcia gravitacional.
Ver ficha de actividade A27.

5.5. Forga centripeta e velocidade angular.
Ver ficha de actividade A28.

5.6.2 Questoes

5.1. Aristételes considerava que o movimento “natural” dos cor-
pos celestes ocorria em drbitas circulares. Se interpretarmos
“natural” como livre de influéncias externas, de que modo é
que Newton contestou esta concepgao?

(a) Qual era para Newton o movimento “natural”?

(b) Segundo Newton, os planetas do Sistema Solar tinham
um movimento natural?

(¢) Segundo Newton, o movimento circular carecia de uma
explicacao? Qual?

5.2. A 6rbita de um satélite geo-estaciondrio tem energia nega-
tiva, positiva, ou nula? (No campo gravitico da Terra).

5.3. Um automdvel comega a descrever a curva da figura 5.16,
mas encontra gelo no ponto O, perdendo completamente a
aderéncia dos pneus ao piso da estrada. Qual das trajectorias
segue o automével ao despistar-se? Justificar.
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5.4. Um asterdide esta em orbita em torno do Sol a uma distancia
de duas UA, duas vezes o raio da drbita da Terra. Qual é o
periodo da sua érbita em anos?

5.6.3 Problemas

5.1. A Lei da Gravitagdo Universal permite-nos calcular o peso
de um corpo a superficie da Terra, em termos da massa e do
raio da Terra.

(a) Obter a seguinte expressao para a aceleragao da gravi-
dade a superficie da Terra:

 GMy
9= RQT-

(b) Usando uma tabela de dados astronémicos, calcular
as aceleracoes da gravidade nas superficies da Lua, de
Marte e de Jupiter.

5.2. Um corpo a superficie da Terra também é atraido pelo Sol.

(a) Calcular a forca exercida pelo Sol sobre um corpo de
massa m = 1kg a superficie da Terra e comparar com
o respectivo peso (terrestre).

5.3. Num planeta como a Lua, sem atmosfera, ndo se faz sentir a
resisténcia do ar, como na Terra. E possivel ter um corpo em
orbita “rasante” a superficie, conforme indica a figura 5.1, na
péagina 8.

(a) Calcular a velocidade de um projéctil em Orbita em
torno da Lua, a uma distancia do seu centro igual ao
raio da Lua.

(b) Repetir o célculo da alinea (a) para uma drbita em
torno de um planeta de massa e dimensoes da Terra.

(c) Calcular a energia gravitacional de um corpo de massa
1kg, nas drbitas das alineas anteriores.

5.4. Quantos Joule por kg sao necessarios para acelerar um corpo
até a velocidade de escape da Terra?

5.5. Qual é altura maxima atingida por um projéctil lancado na
vertical com metade da velocidade de escape da Terra? (ig-
norar o efeito da atmosfera).
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5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

Figura 5.17: Um circuito 5.11
automével.

5.10.

CAPITULO 5. POR QUE E QUE A LUA NAO CAI?

Os satélites da rede GPS (Global Positioning System) tém
periodos orbitais de cerca de 12 horas.

(a) A que altura acima da superficie terrestre orbitam a
Terra?

(b) Qual é a respectiva velocidade orbital?

Calcular a velocidade de escape de um corpo a superficie da
Lua.

Calcular a energia de movimento orbital do planeta Terra
(cinética mais potencial gravitica, no campo do Sol).

O Sol tem um movimento orbital, de drbita aproximada-
mente circular, em torno do centro da nossa galdxia. A dis-
tancia ao centro é de cerca da 28 000 anos-luz. A velocidade
orbital do Sol é cerca de 280 kms™!.

(a) Qual serd o valor da massa da galdxia, interior a ér-
bita do Sol, responsdvel pela atracgao que mantém este
movimento orbital do Sol?

(b) A quantas estrelas de massa média igual & do Sol cor-
responde essa massa’

A figura representa um circuito automdével em planta. O raio
das curvas é R = 150m.

(a) Se um automdvel descrever a curva a uma velocidade
de 140kmh~!, qual é a forca, no plano horizontal, em
médulo, direccao e sentido, que tem que exercer num
ocupante de massa 80kg para o manter na trajectoria
circular?

. Os astronautas sao sujeitos a aceleragoes muito elevadas,

quer no langamento das naves quer na reentrada na atmos-
fera. Nos treinos sao colocados numa “centrifugadora” uma
capsula montada na extremidade de um braco que pode gi-
rar a alta velocidade em torno de um eixo na extremidade
oposta.

(a) Se o braco tiver 5m de comprimento (distancia da cép-
sula ao eixo de rotagao), a quantas rotagoes por minuto
terd que rodar para que a aceleracao centripeta dos as-
tronautas na cépsula seja a. = 1097 (g, a aceleragao
da gravidade).
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